Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



A 



1 



THE BEQVBSrr OF 
(' HOBAOB APFL&TON HATÜN, : 



i" 



SCIENCE CENTER LIBRARY 




«.f 



® 



Handbuch 



der 



Kugelfunctionen 



Ton 



Dr.^lj. Heine^ 

onleotliehem Professor der Mathematik an der Teroiiii^ien 
Friedrichs - ünivenitAl Halle -Wittenberg. 



^Berlin. 

Druck and Veilag Ton Qeorg Beimer. 

1861. 



A 






Ilie vorliegende Arbeit verfolgt einen doppelten Zweck. 
Sie soll den Anfänger in die Theorie der Kngelfunctionen, 
welche gegenwärtig durch wichtige Werke über Physik und 
Astronomie ein Interesse auch für weitere Kreise erhalten 
hat 7 einführen, und ihm als Lehrbuch dienen. Andrer- 
seits soll sie Demjenigen, welcher die Elemente bereits 
kennt, eine systematische Darstellung der hierher gehörigen 
Untersuchungen bis auf die neueste Zeit liefern, ihm eine 
Rümmlmig der Formeln geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der Lehre als die wesentlichsten angesehen werden 
müssen, und ihm die Quellen genau bezeichnen aus denen 
geschöpft wurde. 

Das Buch zerfallt in zwei Theile; der erste, die Theorie 
der Functionen, war bei der Darstellung Vorzugs weiBe so 
zu bearbeiten, dass er auch wirklich als Einleitung in das 
Studium dienen kann. Um dem Leser eine Andeutung 
zu geben, welche Abschnitte ihm die vorläufige Uebersicht 
erschweren könnten, sind ganze Kapitel imd einzelne Pa- 
ragraphen mit einem ^ bezeichnet worden, auch wohl 
Güieile von Paragraphen, die sich dann zugleich in eckigen 
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Parenthesen befinden. Die Anmerkungen mag man gleich- 
falls vorläufig tiberspringen. Entweder der Gegenstand über 
welchen diese Stellen handeln, oder die Methode der Un- 
tersuchung lässt sie als nicht geeignet für das erste Stu- 
dium erscheinen. Wer zu den Anwendungen auf die Theorie 
der Anziehung und Wärme übergeht, bei denen eine solche 
Trennung oft Schwierigkeiten mit sich führte, wird selbst 
entdecken, bei welchen Punkten er auf früher übergan- 
gene Stellen zurückkommen muss. 

Von den zur Erleichterung des Nachschlagens über 
jede Seite gesetzten Zahlen zeigt die erste die Nummer 
des Paragraphen an, zu welchem der Schluss der Seite 
gehört, während die daneben befindliche in kleinerem 
Drucke sich auf die zuletzt numerirte Gleichung bezieht. 

Dem Geübteren giebt das ausftlhrliche Inhaltsver- 
zeichniss die Stoffe an, welche hier verarbeitet wurden; 
die Gitate beziehen sich auf das Werk in welchem der 
betreffende Gegenstand dem Verfewser zuerst entgegentrat, 
und nur dann sind auch spätere Arbeiten erwähnt worden, 
wenn sie der Sache eine wesentlich neue Seite abgewonnen 
haben. Wird dieselbe Arbeit an verschiedenen Orten an- 
geftihrt, so ist nur das erste Mal der Titel vollständig an- 
gegeben. Gesammelt sind Legendre's Untersuchungen 
über die Kugelfunctionen in den Exercices und in dem 
Trait^ des fonctions elliptiques, die von Laplace in der 
M^canique c^^ste Tome II, Livre III; Tome V, Livre XI 
und im Supplement au 5® volume. 

Jacobi im 2**" und 26'*'", Dirichlet im 17'*" Bande 
des Grelle 'sehen Journals bezeichnen Legendre als 
Denjenigen, welcher die Kugelfunctionen einführte und 
den AnstoBS zu Laplace's tiefainnigen Untersuchungen 



ttber diese Functionen mit zusammengesetztem Argumente 
gab. Nur scheinbar widersprechen die Daten der Arbeiten 
von Laplace und Legendre dieser Darstellung des 
Sachverhaltes. Die Abhandlung in welcher Laplace seine 
Untersuchungen mittheilt*) befindet sich nämlich in den 
Memoiren der Pariser Akademie aus dem Jahre 1782 
(gedruckt 1785); erst in der Geschichte der Akademie vom 
Jahre 1783, S. 28 (gedruckt 1786) wird unter den Mdmoires 
approuvds par TAcad^mie, en 1783, et destinds par eile k 
etre imprim^ dans le Recueil des Savans - Etrangers die 
erste Arbeit von Legendre über diese Functionen**) ge- 
nannt, welche uns im 10**"" Bande jener Sammlung (ge- 
druckt 1785) aufbewahrt ist Daraus dass Legendre hier 
erwähnt, er führe das Potential in Folge einer Mittheilung 
von Laplace ein, lässt sich nicht schliessen, das Manu- 
script habe der Akademie erst vorgelegen, nachdem in den 
Memoiren von 1782 auf das Potential durch Laplace 
selbst aufmerksam gemacht war; die oben erwähnte Ent- 
scheidung der beiden deutschen Gelehrten erweist sich als 
die richtige durch eine Notiz von Legendre in den Me- 
moiren von 1784, S. 370 ***) welche er seinen Becherches 
sur la figure des planstes hinzufügte, in denen er die 

*) Thdorie des attractions des Sph^roides et de la figure des Planetes. 

**) Sur rattraction des Sphdro'idcs. Die Pariser Akademie gab im vorigen 
Jahrhundert iu einem , höchstens zwei Bänden vereinigt jährlich ihre Geschichte 
und die Abhandlungen ihrer Mitglieder über Mathematik und Physik heraus. 
Ausserdem veröffentlichte sie, nicht in festbestimmten Zeiträumen sondern nach 
Massgabe des angesammelten Stoffes die sogenannten Savans ^trangers, Arbeiten 
welche von Gelehrten, die nicht dieser Gesellschaft angehörten, ihr vorgelegt waren. 

***) La proposition qui fait Tobjct de co Memoire, ctant dömontr^e d*une 
mani^re beaucoup plus savante et plus gdn^rale dans ün Memoire qne M. de la 
Place a dejä publid dans le volumc de 1782, je dois faire observer quo la date 
de mon Memoire est antdrieure, et' que la proposition qui paroit ici, teile qu'elle 
a ^t^ lue en juin et juillct 1784, a donn^ licu k M. de la Place, d*approfondir 
cette matiere, et d*en prdscnter aux G^ombtrcs, une th^orie complUe« 
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früheren Untersuchungen weiter verfolgt. Der Satz, auf 
welchen sich jene Bemerkung bezieht , dessen Beweis in 
der Abhandlung geUefert wird, besteht darin, dass das 
Rotationsellipsoid unter den dortigen Annahmen die einzig 
mögliche Gestalt ftlr das Gleichgewicht der Planeten sei. 
Auf diesen Sachverhalt wird man bei den nachfolgen- 
den Citaten achten müssen, und die Arbeiten von Legendre 
in den Savans dtrangers und in den Memoiren von 1784 
als die früheren, die Abhandlung von Laplace in den 
Memoiren von 1782 als diö spätere anzusehen haben. 
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A. Theorie der Kugelfunctionen. 



Ueioe, Ilandbucb d. KugelAincÜooeo. 



Hiiileitiiiiir* 

Die Einführung der Kugelfimctionen. 



§. L ff irken auf einen Punkt mehrere andere materielle 
Punkte P, ; P, , P, etc. mit den Massen fl^, fi, , ^3 elc. nach dem 
New ton 'sehen Gesets&e anziehend aus den Entfernungen OPi =Ri, 
OP^ ^üti ^'a ~ ^< ^^^'7 ^^ ergiebt sich die gesammte Anziehung; 
welche erleidet; aus der Summe*) 

Die Entwickelung der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks Aihrt 
auf jene Functionen; welche mit dem von Gauss gewählten Na- 
men ^Kugelftwctionen^ bezeichnet werden. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 0, 
ferner x^^ y, ; »^ von P^; etc.; die obige Summe besteht danu; ab- 
geiehen von den Massen fi; aus Gliedern wie 

1 



T = 



y(a:-«,)«+(y-yJ»+(a-».)« 



*) Memoires de Math^matiqae et de Physique, tir^s des registres de TAcad^- 
mie rojale des sciences. Ann^e 1782: Theorie des attractions des sph^roides et 
de la figuxe des planMes, par M. de la Place, no. IV p. 123. Legendre schreibt 
diesen Bata in den »Mämoires de Math^matique et de Physigne, pr^entds li FAoa- 
d^mie royale des sciences, par diTcrs sarans, Tome X. Paris 1785* Laplace an. 
If« TeigL daseÜMt BeoherchM für Fattraction des sph^roides homogenes p. 421, 
■0. 14 die Woftes Ifais on y pairient . . . k Taida d*an th^rtoo qoe M. da la 
Place a bien ronla me commnniquer etc. 

1* 



4 E i n 1 i t n n g. §.1. 

Führt man in T sogenannte Kugelcoordinaten ein, d. h. setzt 

X = rcos ar, = fj cosö, 

y = r sin ö cos yß y^ =:r^ sin ö, cos tp^ 

2 = r sin sin xp «^ = r^ sind| sint^g , 

wo r und r^ positiv, 6 und ö, zwischen und «, ^ und Vi zwi- 
schen und 27t genommen werden, so verwandelt es sich in 

T= - ^ 

yr* — 2rrj (cosöcosÖj -f sin^sind^ cos(i^ — V'i))^^! 

und hier sind r und r, dio geradlinigen Entfernungen der Punkte 

und P^ vom Aniangspunkte ^^ während -^ gleich OP^ wird. 

Setzt man den Winkel OAP^ gleich y, so ist 7^ mit 6, O^j %p und V^^ 
durch die Gleichung 

cos;/ = co8Öcosöj + 8in(?sinöjCOs(i// — i/zj 
verbunden, und man erhält 



yr*— 2rr, cosy+^I 
Die Entwickehmg, von der oben die Bede war, die sich bei 
Laplace*) und Legendre**) findet, besteht darin, dass man T 
nach aufsteigenden Potenzen der kleineren von den beiden Entfer- 
nnngen r und r, — sie sei r, — und nach absteigenden der grösse- 
ren r ordnet: der Coefficient von ^' , der also nur von cosy ab- 

hängt, ist dann die n'^ Kugelfunction. Wählt man als Fanction«- 
xeichen für dieselbe mit Dirichlet ***) den Buchstaben P^*^^ oder 
P* wo eine Verwechseluog mit Potenzen unmöglich ist, und fbgt 
diesem das Argument cos/ in Parenthese hinzu, so ist P* durch 
die Gleichung 

«st) ' 

definirt, und wird eine ganze Function n^^^ Grades von cos/; ihren 
genauen Werth findet man unten §. 3. 



*) Mdmoires de Matb. et de Pliys. Ann^e 1782 no. Z p. 188. 

**) Sarans Strängen TomeX no. 10, p. 419. 

*•*) Grelle, Journal f. Matb. Bd. XYII: Sur let s^ries dont le tenne gtfatfnd 
dopend de deax angles, et qni aervent k exprimer des foaotiona arbitraires entn 
de« limites donn^es, 8. 35. 
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§. 2. Durch directes Differentiiren tielit man^ dass T der par- 
tiellen Differentialgleichung 

d'T d^T d'T 
genügt, die sich, nach Einführung der Kugelcoordinaten, in 

^ ör* +ßinÖ dd "^ßin^öÖT/;«" 

verwandelt Setzt man in diese für T die nach r absteigende Reihe 
ein, so entsteht auf der linken Seite eine neue, nach r absteigende 
Reihe, deren Summe verschwinden muss. Es verschwindet daher 
jedes Glied fUr sich, und P"(cos/) muss der Differentialgleichung 

1 K"°^^) . 1 ö«p_, . ^ . ^ ^ 

(«)••• S^ — de — + 8-b^öip+''("+')'^=° 

genügen. Wird in den frühem Formeln 0^ = gesetzt, so redu- 
cirt.sich cos;^ auf cosd, wird also von ip unabhängig, ebenso 
P*(cosy), welches sich dann in ^(008 0) verwandelt, so dass ^"(cosö) 
ein Integral der Gleichung 

ist, in welche nun (a) übergeht*). 

In dem ersten Theile wird P als Function von cos;^ betrach- 
tet werden, ohne Rücksicht auf die Zusammensetzung dieses Argu- 
ments aus 0y yf, d^, ip^, und in diesem Sinne wird gesagt, er handle 
über die Kugelfunctionen von einer Veränderlichen; im zweiten 
Theile tritt P als Function der Veränderlichen auf, von denen cos}^ 
abhängig gemacht wird, und zwar zunächst von dy xp, 0j , \p^. 



*) Alle Entwickelnngen dieser Paragraphen finden sich bei Laplaoe in 
den Memoiren von 1782 S. 133 et seq. 
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1. Theil. 

Die Kugelfunctionen einer Veränderlichen. 



Erstes Rapitei* 

Verschiedene Formen der Kugelfunction. 

§. 3. Nachdem die Art auseinandergesetzt ist, auf welche 
Laplace die Kugelfunctionen einführte^ und wichtige Eigenschaf 
ten derselben auffand , wobei man von den allgemeineren auf die 
specielleren hinabstieg , soll jetzt der umgekehrte Weg eingeschla- 
geri werden. 

Wenn a klein genug genommen wird^ und x zunächst reell 
ist; so lässt sich die positive Grösse 

nach aufsteigenden Potenzen von a in eine Reihe entwickeln ^ in 
welcher der Coefficient von a* mit P^*^(x) bezeichnet werden soll. 
Man entwickelt dazu T nach dem binomischen Lehrsatze in die Beihe 

l+ya(2a:-a) + |^a*(2a:-a)«+etc, 

und sammelt die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz von a, 
z« B. a" multipHcirt sind. Dadurch ergiebt sich 

(1) ... r = "Fa-?^-\aj) 



»sU 



Diese Gleichung kann nun als Definition von P^(x) betrachtet 
werden ; es mag x reell oder imaginär sein. Imaginär wird hier 
jede complexe Zahl a-\-bi genannt, gleichviel ob a = oder ob es 
von Null verschieden ist; wird der Fall a = speciell betrachtet, 
so sagt man, die Zahl sei rein imaginär. 
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BeiBpiel«. 

P''(-x)^P'\x)i P'-+'(-x) = -P"*+'(x); P-(1) = 1. 

An merk. 1. Nach der Bemerkung von Euler*) in einem 

I» 

Briefe anGoldbach, dass in der Entwickelung von }/l--n*a nach 
auftteigenden Potenzen von a alle Coefficienten von a ganze Zah- 
len werden y erkennt man sofort , dass P" nur eine Potenz von 2 
zam numerischen Nenner hat. (Diese Eigenschaft von P hat Herr 
G. Bauer in München dem Verfasser mitgetheilt.) 

Anmerk. 2. Die GMcbungen (t) und (2) gelten noch immer 
zugleich, wenn auch x imagin&r wird; nur ist dann, bei hinlänglich 
kleinem a, das T mit positivem reellen Theile zu nehmen, 

§. 4. Für P*(a?), welches so eben nach Potenzen von x ge- 
ordnet wurde, lassen sieh noch andere Beihcn aufstellen, die 
eine besondere elegante Fonn annehmen, wenn für x eine trigono- 
metrische Function , z. B. o? = cos gesetzt wird. 

Zuerst soll P"(co80) nach Cosinus der Vielfachen von 
entwickelt werden; dazu bringt man T in die Form 

(1 -««*'•)•* (l-au-'^r*, 
entwickelt jeden Factor für sich nach dem binomischen Lehrsatze, 
und bildet dann das Prodnct der beiden Reihen 

l + jae'^+lli(ac'^)' + etc., 

l+4«^''+^(««-'r+etc. 

Der Coefficient von a" in dem Productc muss nun P^*' sein, so 
dass man erhält: 



•7 



•) OrrMpoBdanoe mttOUmataqiM et ph/iiqii«, pniili^ par Fus«. St Biten- 
boorg 1848 Tomel, Lettra CXLU, pag. 667 (Berlin d. 4. Deceskber 1761). 
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wenn die Reihe so weit fortgesetzt wird^ bis sie von selbst ab- 
bricht. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man die Reihe so 
weit fortsetzt, bis die Argumente (n— 2)ö, (n— 4)ö, etc. in negative 
Vielfache von d übergehn, und dann bei ungeradem n alle Glieder, 
bei geradem n alle ausser dem letzten doppelt nimmt. 

Aus dieser Reihe, welche Laplace *) entwickelt, schliesst 
Legendre**), dass P" seinen grössten Werth für ö = erhält. 
Da aber P(l) gleich 1 wird, so ist zugleich 1 der grösste Werth 
von P(co8Ö). 

Eine ähnliche Reihe stellt P'*(a:) auch dann noch dar, wenn 
X grösser als 1 ist. Man bildet dazu eine Grösse |, die zu x 
die Beziehung hat, welche e'^ zu cosÖ, indem man 

also I = j;+]/j;* — 1, |""' = x — j/j?' — 1 macht, gleichgültig welche 
der beiden Wurzeln man unter )/a;'— 1 versteht. Die Zerlegung 
von T in 

(i_„i)-»(i_«)- 

giebt dann die Formel 

2.4.6... (2«) ., 
(*^ • • • 1.3.5...(2«-1)'^ ^""^ 

VI» , !■» OII-2 j 1 .3.n(n — 1) e.n-4 

* ■^l.(2n~l)^ "^ 1.2(2«-l)(2n-3)^ "^ ^^'^• 

Ohne auf die Entwickelang von T zurückzugehen, findet man 
diese Formel auch, wenn man bemerkt dass rechts und links in (b) 
eine ganze Function von x steht, indem "^x^ — 1 sich auf der rech- 
ten Seite forthebt, und dass die Gleichheit dieser ganzen Functio- 
nen durch (o) schon für alle x erwiesen ist, die kleiner als 1 sind: 
sie besteht daher für alle x. 

Andre Ausdrücke für P, die nach cos— und sin-^- ge- 

ordnet sind, hat Dirichlet'^'**) angegeben, von denen man spä- 



*) Memoiren von 1782, S. 142. 

**) Memoiren von 1784: Reeherches snr la fignre des planstes, 8.876. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVH, 8.39. 
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ter sehen wird (§. 51), dass sie leicht aus einer allgemeinen Formel 
von Legendre folgen. Um den ersten zu erhalten, setze man für 

1— 2crco8Ö+a' zunächst 1 — 2a+a*+4asin*— , und dann 

«asin 





(1-«) 
Dadurch -wird 

^ ~ \-a l(l-a)'+1.2 (1-a)» ' 

das Glied, welches a" im Zähler hat, nämlich 



+ 



1.3.5...(2m-l)(^«"°*|)" 



-1.2.3... m (1—«)"»+'' 
liefert, wenn man es nach Potenzen von a entwickelt, so lange m 
nicht n überschreitet einen Theil, welcher in a" multiplicirt ist, der 
gehörig zusammengezogen gleich *) 

njn+m) "° 2 
-JI («-»») (JTot)* 

wird. Sammelt man alle diese Theile in T, so entsteht endlich 

(c) . . . r(cos 6) = 1- (g±^sin'|+("+^)y y^'-^^sin'l - etc. 

Hätte man 1 — 2acosö+«* nicht wie oben transformirt, son- 
dern gleich 

l-|-2cr+a* — 4a cos* — 

gesetzt; so würde man 

(i)... (-l)-p"(cosö) = l~Öi+Jl^eos*| 

(n+2)(>» + l)ii(n-l) e 

H jr-gi cos — — etc. 

erhalten haben^ einen Ausdruck/ der übrigens sogleich aus (c) durch 
Vertauschung von d mit n — Q folgt. 



*) Hier wie im Folgenden wird das Gaussisohe Zeichen // angewandt. 
Bekanntlich ist //(«)=» r(« + l) ««77 («—!). Für eine ganze Zahl n ist /r(fi) 
das Product 1 . 2 . 3 . . . ff . 
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Ueb«r —ihre Entwickdai^ai tob I^ ▼etgL ». §. 7 imd §. 30; 
als die Qselle, ans wdckcr am locktoteii EdbeDaoadrQcke ge- 
sdidpft werden, wird nch spiter die Differentialglcidiaag der P 



§. 5. Die Kogelfanction laast sich als Differential- 
quotient eines einfachen Ansdracks ansehen. Um dies 
zü zeigen, transformire man den Factor 

welcher in der Gleichung (2) ibr P vorkommt, in 

(2n)(2ii— l)(2n--2).,,(n+l) 

dann geht 2*n(n)^(x) in eine Summe von Gliedern über, deren 
erstes 

(2«)(2— l)...(«+l)»- = ^^ 
ist; während allgemein das mit a:*~^** mnltiplicirte 



(2n)(2n->-l)..,(n-2m+l) ,^ 

— 2.4...2iii(2ji— l)(2ii — 3)...(2ii — 2ai+l) 

wird. Zertheilt man den Zähler in das Frodnct von 

(2« — 2f»)(2« — 2m— l)...(ii — 2m+l) 

nnd 

(2«) (2« — 1) (2» — 2) . . . (2» — 2m +1), 

hebt darauf die Factoren des letsten Ausdrucks, welche ungerade 
Zahlen enthalten, gegen die gleichen «des Nenners fort, so rerwan- 
delt sich dieses Glied in 

± ^(^"^)'-("^^+^) (2ii-2m)(2ii-^2m^l)...(n-2m+l) 

oder in 

n(fi— l)(ii— 2)...(n — m+1) <r(a?^*-^"') 
— 1.2.3.. .m (te* 

Es wird daher 2* J7(n)P*(dp) der fi*^ DiiFerentialquotient nach x von 



3m 



d. h. 



x'^-j x'-^ + ^^-"2^ «'"^ - etc. , 



(3)... r{x)^^^;;j^ — ^ 
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Diese wichtige Formel rührt von Ivorj*) her; er findet sie 
durch eine Methode, die im §* 37 auseinuidergefietst wird. Be- 
trachtungen; welche denen von Ivorj am angefilhrten Orte gans 
ähnlich sind, kommen mit Ausnahme des schliesslichen Resultates (3) 
zwar schon in Legendre's Exercices **) vor, treten aber noch 
firtther, nämlich in den Philosophical Transactions von 1812 in 
Ivory's Arbeit, On tbe Attractions of an extensive Class of 
Spheroids S. 50 auf. Später hat Jacobi ***) diese Formel noch 
einmal entdeckt, und durch die Lagrange'scbe Umkehrungsfor- 
mel bewiesen. Andere Beweise, auf die man gelegentlich kommt, 
sind §. 35, 37 und 56 angedeutet. 

§.6. Jacobi bat auf eine Methode f) aufmerksam gemacht, 
die man in ihrer einfachsten Gestalt anwenden kann, um den von 
Laplace ff) aufgefundenen Ausdruck von P" durch ein bestimm- 
tes Integral abzuleiten. Sie beruht auf einem Hülfssatze, der 
vorausgeschickt werden soll: 

Bezeichnet a eine positive Orösse, und ist b entweder reell 
und kleiner als a, oder rein imaginär, so wird 

(4)... i.r_iiL_ = _j_ 

^ "^ nJ a+bcos^) i/^TZIft« ' 

wenn die Wurzel auf der rechten Seite den positiven Werth 
vorstellt. 



*) Philosophical traiiMCtions of the royal Bociety of London. For the year 
1824. Part L London 1824: On the Agare reqnisite to maintain the equilihrinm 
of a homogeneons flnid mafts that reTolyes upon an axis, pag. 91 — 98. 

**) Exercices de calcnl integral sur divers ordres de transoendantes et bot 
les qnadratores par A. M. Le Gendre. Tome 11. Paris 1817, no. 134, pag. 258. 
llan TergL dort die Formel (nt). 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. 11, Berlin 1827, 8.223: Ueber eine be- 
sondere Gattnnff algebraischer Functionen, die aus der Entwicklung der Function 
(1— 2«*H-**)* entstehen. 

t) Grelle, Joumal f. Math. Bd. XXXVf , 8.81: Ueber die Entwidduvg des 
Ausdrucks \aa — 24iii'(cosAicos(^-}-sinaisin<y7Cos(^ — 9')) -|- a'a']~'. Diese merk- 
würdige Arbeit ist spAter, abgekfirat In^s Italienische übersetzt, im Giomale Arca- 
dieo, Tomo SGYIII, Borna 1844 erschienen, und aus demselben in^s Lionrille*- 
sdie Journal Tome X, pag. 229 übergegangen. 

tt) Traittf de m^oanique eheste Tome V. Pavis 1825. Livre XI, Ghap. II, 
No.8, pag. 88 form.(f). 
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Versteht man^ wie üblicli; unter Modulas einer imaginären Zahl 
p + qi die positive Grösse yp* + ^*, deren Quadrat p*+q* Gauss 
Norm nennt '^)^ so ist 

f„s n rfy ^ 

Ka) ... j ^__2^co8<p+^*"l^/y' 
wenn M(ß) <i 1. Denn der Nenner des Integrals lässt sich in 

zerfallen; und man bat 

TZJ^ = 1 + /?6'V + /J V'V + etc. 

folglich enthält die Entwickelung von 

1 



1— 2/jfcos7) + ^' 
nach Potenzen von c'V und c~'V als von q> unabhängiges Glied 

Entwickelungen nach Potenzen der genannten Grössen sind Ent- 
Wickelungen nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von (p, und 
zwar können die Sinus nur mit t verbunden vorkommen; sie feh- 
len also hier^ wo die entwickelte Function reell ist. Es sei nun 
eine Function von y, die f(fp) heisse, nach Cosinus der Vielfachen 
von q> in eine Reihe 

f{(p) = Co + c,cos9 + c,cos2qp + etc. 
entwickelt; dann wird das Glied c^ durch das Integral 

u 
gefunden; so dass, wenn 

^^^^ ^ l~2^cosy+/3f« 

gesetzt wird, die Gleichung (a) erwiesen ist. 

Das Integral (4) kann man sogleich auf die behandelte Form (a) 

bringen; wenn man eine solche Grösse p und solches ß sucht; dass 

M(fl) < 1 und dass 

a = p(l+lP) 

b = ~2/9p 

*} Zar Abkflrsnng soll Modulns und Norm von f>+'/* durch Mip + qi) nnd 
N(p-^ifi) bezeiebnet werden. 
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wird. DafcQ musB 

Bein; haben also die beiden Wurzeln 

b ' b 

nicht gleichen Modulus^ so ist der Modulus der einen kleiner als 1^ 
(da ihr Produkt grade 1 wird) und diese kann für ß gewählt wer- 
den. Nach unseren Annahmen ist )^a* — 6* jedenfalls reell und von 
Null verschieden; also sind die Moduln der Wurzeln verschieden^ 
und 

ß^ — l — 

ist von der verlangten Beschaffenheit« Da nun l+ß* positiv wird; 
so ist auch p und endlich p(l — ß*) positiv^ folglich gleich der posi- 
tiven Wurzel aus o*— 6', d. h. 



1^ r^ d(p 1 

nj od— 



J p(l— 2acos<p+o») ^d^^b*^ 
und sonach die Gleichung (4) bewiesen. 

Diese Formel lässt sich noch verallgemeinern ; fasst man näm- 
lich das Kesultat sO; dass (a+bcostp)"^^, nach Cosinus der Viel- 
fachen von Qp entwickelt, als von w freies Glied . enthält. 

so folgt dasselbe für die Entwickelung von (a+6co8(qp — V^))~^ 
nach Cosinus der Vielfachen von ((p — yj). Wird nun nach tp zwi- 
schen und 2n integrirt, so fallen alle Glieder der Cosinusreihe 
bis auf das von (p unabhängige fort, und man erhält 

'^" d(p 2« 



/ 



J a-f-6co8t^cos9)-f ftsint^sinip i/g«__ft« ' 
d. h.: es ist 

^ ' ' "* J il-l-ficos9)-f Csin^ ^A}—B^—(? 

wenn A eine positive Grösse bezeichnet; B und C zugleich reell 
oder zugleich rein imaginär 8ind> und "^A^-^B^—C* die positive 
Wurzel aus der positiven Grösse A^—B* — C vorstellt 
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Das Integral (4^ a), und dasselbe noch veraUgemeinert dardi 
einen Factor cosm^) oder mnmg> unt^ dem Integralzeichen , hat 
Jacobi in einer besondem*) Arbeit ftir den Fall behandelt ^ dasa 
A, B, C beliebig reell oder imaginär sind. Im §. 47 wird derselbe 
G^enstand wieder berührt werden. 

§. 7. Vermittelst dieses Httlfsatzes lässt sich, wenigstens fklr 
ein reelles Xy (l'-'2ax+a*y^ durch ein bestimmtes Integral aus- 
drucken. Dazu transformire man die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen in 

und setze in (4) 

a Ä l-^etx, 

6 = a }/?^. 

Da fbr ein hinlfinglich kleines a jedenfalls l--ax positiv ist, so 

erfüllt a die Bedingungen des Theorems; 6; mit welchem Zeichen 

auch die Wurzel genommen wird; ist entweder rein imaginär^ wenn 

nämlich x<^l, oder reell und dann kleiner als a, da 

a* — 6*= 1—2 aa:+a» 

positiv wird. Es ergiebt sich daher aus (4) 

fi __ P"^ rfigp 

yi — 2aa?4-a* •>J 1— aa^+acosf? ^x^—\ ' 

und hieraus y wenn man nach aufsteigenden Potenzen von a ent- 
wickelt, zunächst für ein reelles x (durch (1)) 

(5) . . . n P*(a?) =s f'^ix — cos tp ^x^—lf dtp , 

ü 
die Gleichung von Laplace. 

Denkt man sich a positiv und hinlänglich gross , so wird für 
ein positives x auch aa?— 1 = a positiv, und 6 = « j/x^—l ge- 
nügt noch den Bedingungen der Gleichung (4); es entsteht also 
für hinlänglich grosse a die Beziehung 



n 



n _ f^ dqp 

— 2ax+a} ^ aX'\-aco%ip yop'— 1 —1 



*) Grelle, Journal t Math. Bd.XXXn| S. 8: Ueber den Werth^ welohen 

3 '^ — 5-^ für beliebige imaginäre Weithe 

1 — ÄQlfMip — EWKkfp ** 



Ton A lud B annimmt. 
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die finke Bmki, steh abiteigendea PotoMsen ron a entwickelt; 
giebt ^(d?) als CoefBcienten von tr^"^, also der Tortteliende Ans- 
draek die neue Fonn von P: 

(5, o)... nP^^fx^^f^ ^ , , ^ . 

^ ' ^ ^ ^ ^ (x+cos9)/«*^l)"+* 

Im folgenden Paragraphen werden die wichtigen Ausdrücke fbr P, 
die hier gewonnen sind; genauer untersucht; zunUchst können sie 
dasQ dienen; neue .Entwickelungen ron P in Beihen sn liefern; 
welehe die des §. 4 vervollständigen. Setzt man wieder xsscobO und 

cosO+isinOcoBip ä rco8-g-+t8in-^e'*'¥cos— +»8in-s- «""'0, 

so wird die n^ Potens des Ausdrucks auf der linken Sttte gleiok 
dem Prodnct der beiden Btthen 

also nach (5) 

wie Dirichlet am ang. Orte*) bemerkt. 

Eine nach Potenzen von tangd s u geordnete Reihe findet 
man durch Entwickelung von (cos^+tsin^cos^)* nach dem bi- 
nomischen Lehrsätze; da 

1 f^ 

u 
ftür ein ungerades m verschwindet; ftlr ein gerades gleich 

1.3.5...(m— 1) 
3.4. 6... m 
wird; so ergiebt sich 

F*(cos(?) =» cos" 0(^1 i_-^ii« + -i ^^^ ^^^ £«4— etc.J. 

Diaser Ansdraok kooimt im Wesentlichen bei Eni er**) vor. 

•) Crelle, Journal f. Math. Bd. ZYII 8.40. 

*•) BnUri iMreteti«iiM «dcSU lotegnüis, Cd. III. FsIcopsU 18d4. YoL I, 
Sectio I, Ci^.TI, proU. BS (nioht 86, wie dort iirddlalaDli stabt)» 6. IM. 
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§. 8.. Die Eugelfimctu>n iet nach (2) eine ganase Functiom 
ihrer Verfinderlichen x; dasselbe gilt von der rechten Seite Ton 
(5)^ indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von eo8 9>; 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von cosqP; also auch 
von yx*—l herausfallen. (Aus diesem Grunde ist es gleichgültige 
welches Zeichen diese Wurzel erhält; letzteres sieht man übrigens 
auf der Stelle ein^ wenn man n — qp für (p substituirt.) Besteht 
die Gleichheit zweier ganzen Functionen von x für alle reellen x, 
so findet sie allgemein für alle X Statt; so dass die Gleichung (5) 
für alle reellen und imaginären x gilt. 

Es fragt sich; ob die Gleichung (5; d) ebenso für alle 
^besteht; ob also nicht nur für positive, sondern für 
alle reellen und imaginären Werthe erhalten wird: 

(6) . . . _/"(.±oo.„5=T)-., =/"__Ä__,. 

Zunächst ist klar, dass wenn beide Seiten flir ein bestimmtes x 
gleich sind; sie für das negative nicht gleich sondern entgegenge- 
setzt werden; auch für ein rein imaginäres x können sie nic]it 
übereinstimmen; da für einen Werth von 9 in diesem Falle 
x+coB(p ya?* — 1 verschwindet, also das Integral der rechten Seite 
die Bedeutung verliert. Aber auch nur in diesem Falle kann die 

genannte Grösse verschwinden; denn soll . reell sein, so 

yx*—l 

1 
muss —j reell; also x reell oder rein imaginär werden. Ist x reell 

und kleiner als 1; so wird —-== imaginär; ist x reell und grösser 

als 1; so wird jener Quotient grösser als 1, also nicht = + cos9>. 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen soll der schliesslich e 
Satz bewiesen werden: Die Gleichung (6) besteht immeiT; 
sobald der reelle Theil von x positiv ist, und giebt so 
einen zweifachen Ausdruck für f^{x). 

Um dies zu beweisen; wird man (6) dnrdi «eine Snbstitation 
verificireu; welche von Jacobi*) herrührt; der bessern Uebersicht 

*) Cr eile, Journal f. ICath. Bd. XY: Formnla tnuiaformaii<mlf integralium 
definitoram. S. 11, no^d. 
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halber denke man sieh sunächst x reell (natürlich positiv) und 
gröwer als 1. 

In das Integral 

{x — cos tj yx*—lf dy 



ß 



fllhre man eine neue Variable y für 17 durch die Gleichungen ein: 

apcosfip+y'a:*— 1 

COB17 = ^ — / 

x+eoB^yx*-^! 

sincp 

8in ^ r- 



X + COBip'^X^—l 

denen man noch die beiden andern 

d<p 



dn = 



X+CO89 y«'— -1 

a? — CO8J7 y'a?"— 1 = 7== 

d?+co8 9> ya?'~l 

hinzufügen kanO; mit der Bestimmung^ dass Air 99 » auch fj ver- 
schwindet, und fi sich dann mit q> continuirlich ändert W&hrend 
^ von bis n wächst, kommt 17 von zu einem solchen Werthe, 
dass cos 17 SS — 1, sin 17 » 0, der also sicher ein ungerades Vielfache 
von n ist; da aber sin 17 während dieses Laufes vou ff nie negativ 
wird, so überschreitet tj nie n, seine Grenzen sind daher und n, 
und man hat 

, . = / (jj — cos^ Va:'— l)"d^. 

„ (a:+cos9>yi?=T)«+* -jf ^ '^ ^ ' 

[4^ Im allgemeinen Falle, welin x imaginär ist, kann 
dieselbe Substitution mit den gleichen Bedingungen fUr Anfang 
und Verlauf gemacht werden; es ist dann unter cos 17 und sin 17 

die Exponentialgrösse 5 resp. — 5-: — , und unter 17 ein 

imaginärer Ausdruck <+ Jf zu verstehen. Hierbei kommen folgende 
Punkte in Betracht: 

1) ;,Wenn 9 von bis n durch das Reelle wächst, so ändert 
„sich 17 von (durchs Imaginäre) bis zu n, während der reelle 
„Theil f nie ^ im ganzen Verlaufe überschreitet, und i nie un- 
„endlich wird." Das Letzte ist sofort klar, da ^r+cos^ ya:*— 1 nie 

Heine, llandbucb d. Kiigeirunctlooen. 2 
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yerschwindetj also sinii s ainec^si^+coacsiatC iiii:4 cos^ ss 
cos f cosi f— sine sin if^ daher auch 2co8i^= e^+«~^ nie unendlich 
wird; um das Erste zu beweisen, braucht man nur £U zeigen^ dass 
der reelle Thell von sim?, der sin^cos«^ ist, nie negativ wird, — 
weil costf immer positiv ist, also sin^cosiC das Zeichen von sin« 
hat* Das Zeichen dieses redlen Theiles von sini? erkennt man 
als nicht negativ durch einige einfache Hülfssätze, die hier folgen 
und später noch mehrmals angewandt werden. 

Der reelle Theil von rvs=a-f 6i hat dasselbe Zeichen wie der 

1 TN 1 u — bi 
von -— • Denn — = , . . , ■ 

Wählt man yx*—l so, dass der reelle Theil der Wurzeln das 
Zeichen des reellen Theiles von x hat, so ist auch das Zeichen 

der imaginären Theile von x und y«*— 1 gleich. War x reell 
und <Cl, so gilt der Satz ofibnbar nicht mehr. Beweis: Ist 
y/p« — 1 sp4-gi so wird der imaginäre Theil von x* gleich ^pqi; 
war xssa+bi, so wird derselbe 2a6». Hatten a und p gleiches 
Zeichen, so gilt demnach dasselbe von b und q. 

Ist der reelle Theil von x positiv, so gilt dasselbe von dem 

reellen Theile von a:+}^a:*—l und a: — /a?*—!. Beweis: Denkt 

man sich ')/x*—l mit positivem reellen Theile p, so kann man 

X = a+6», Va?*— 1 =p+qi setzen, wo also a und p positiv sind, 
(Annahme), b und q positive Gtössen bezeichnen, und die oberen, 
ebenso auch die unteren Zeichen zusammengehören. Dann wird 

der reelle Theil von x+ya?'— !> gleich a+p, also positiv» Da 

ferner jp — Va?* — 1 ts* , so ist auch der reelle Theil von 

x+^x^—l 

x — yx*—-! oder a—p positiv. War x reell und <!, so bedarf 
der SatE keines Beweises. 

Hieraus folgt, dass der reelle Theil von (a:+cosy }^a?*— 1), der 

gleich a-fpcos^ wird, also im ungünstigsten Falle zu a—p herab- 

1 

sinkt, positiv bleibt, also auch der von . . , und 

x+cosy yx^—i 

•chliessUch der von sin 17, 
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2) Die iäuBf iBäreo Gt ö4Md pflegt man goomelrifoh mit Hülfe 
zweier aich in einem Paukte A reebtwiaklig sebneUenden Acb^ 
sen AXf der Aehse des Beeilen^ und A Y, der Acliae des Imaginären 
darzmsteHen. Eine Zabl i7 = «-f{;t wird dann durch den Punkt 



I 







der Ebene vorgestellt, dessen rechtwinklige Coordinaiten auf das 
System beasogen, wenn es ein Coordinatensysten wäre, »bss^ y as^ 
sein wfkrden. Jede eonttnnirlicbe Oiirve in der Ebene stellt eine 
continnirlicbe Folge von Zahlen rj, und verschiedene kmmme Linien^ 
welche dieselben zwei Endpunkte verbinden, stellen verschiedene 
Arten (Wege) dar, aufweichen man continuirlich von dem Werthe 
von fi, welcher dem ersten Punkte entspricht, zu dem gdangen 
kann, welcher dem letauten Punkte ao^ehört. 

Theilt man eine Curve in n Tbeile nach solcbem Qtsei^, daas 
mit wachsendem » die Theilpnnkte überall näher rücken, und bei 
hinlänglich grossem »kein nocli so kleiner gegebener Theil ohne 
Theüpvnkt bleibt; sind r|^, i;,, ... fj» diese Theilpunkfe, tind be- 
zeichnet f(ff) eine für diese Curve contrnuirficbe Funetien, so ist 
die Grenze der Summe - ^ 

fftr 11 = oo das was man 



/mäv, 



ftbcr di w an W«g ioUgrirt, nmot. 
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Wird ein Banm in der Ebene dorch eine gesehlosBene Curve 
begrenzt, und hat die Function f{ii) die Eigenschaft, dasa sie im- 
mer zu demselben Werthe fUhrt; wenn man von demselben Punkte 
% zu demselben zweiten i/^ immer mit dem gleichen Werthe {{%) 
ausgehend; auf allen verschiedenen Wegen innerhalb des geschlosse- 
nen Raumes gelangt, so heisst die Function in diesem Baume mo- 
nodrom. Jede einwerthige Function ist daher überall monodrom. 

Giebt -^-^ i — L^iL mit abnehmenden * immer denselben 

Orenzwerth, man mag unter h eine reelle oder imagiaftre Grösse 
verstehen, so heisst f(fji) monogen; geschieht dies nur in einem 
bestimmt umschlossenen Baume, so ist die Function in diesem 
Baume monogen. (Biemann nennt eine monogene und monodrome 
Function schlechtweg Function.) 

Für eine monogene und monodrome Function ezistirt immer 

ein /f{fi)d^ ftlr jeden bestimmten Weg der Integration; die auf 

verschiedenen Wegen genommenen Integrale sind gleicfa, natürlich 
wenn sie dieselben zwei Endpunkte verbinden. Wenn tf von einer 
reeDen Grösse 9 abhängt, und ^ von 9« bis 9)^ wächst, während 

Es ist cos^ eine monodrome und monogene Function von q; 
jede ganze Function einer monodromen und monogenen Function 

ist ebenso besdiaffen, folglich auch (^— cos 97 yW*— 1)*. 

Hieraus schliesst man, „dass /(d?— cos 17 }^ar*— l)*diy über ir- 

„gend einen Weg integrirt, den ti einschlägt um von bis au n 
„zu gelangen, immer denselben Werth hat, also gleich dem In* 
„tegrale auf reellem Wege von bis n ist". 

Werden di^se Sätze der Beihe nach mit denen ad 1 verbun- 
den, so ist dadurch der Beweis der Gleichung (6) geliefert In 

(x—coBti \x^—lYdfi gleich demselben 
u 
Integrale auf dem imaginären Wege 11^ welcher ad 1 besseicbnet 
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i0t, dann 

(a;— co8^ r**— 1)* d^^9> 

und nadi der Subttitation de» Werthes von 17 in ^ 



■/ 



Bei dem beutigen Stande der Wisaenscbaft schien es nicbt 
zweckaütosig, Betrachtangen wie die ad 2 hier gänzlich auszu- 
schlieesen, sumal jetst, wo bereits elementare Darstellungen der 
Lehre yon den Functionen einer imaginären V^änderiichen existi* 
ren*)^ von der hier die einfachsten Sätze angefllhrt wurden.] 

Anmerkung. Dieselbe Gleichung (6) besteht noch fbr ge- 
brodiene n, wenn man nur die Potenz gehörig bestimmt, x mag 
reell oder imaginär sein; die Beschränkung dieses Paragraphen 
ttber das Zeichen des reellen Theiles von x bleibt bestehen. Setzt 
man nämlich fest, dass (x+coBip '}fx*—l)* fUr fp gleich irgend 
eine bestimmte Potenz sei, so wird, da dieser Ausdruck; während 
ip Ton bis n reell wächst, nie durch geht, sein Werth im gan- 
zen Verlaufe bestimmt. Da femer 



« — cos 17 



yirij-- 1 



a;+cosqp j/a:'— 1 

so wird, während ^ wächst, das durch die Gleichungen be- 
stimmte 19 nie die linke Seite zu machen; giebt man ihrer n^*" 
Potenz fbr ^ SS als Werth 1 dividirt durch den gewählten Anfangs- 
werth von (x-|-cos^ y«*— 1)*, so muss ihr Werth auch im ganzen 
Verlaufe bestimmt sein. Es wird also 

/"* %= = /(x-- conti Va:»— l)»di?, 
y (aj+cosg) y5*=i)»+» ^ ^ ' ^ ^ 

das Integral rechts von 17 ss bis fi ss n auf einem bestimmten 
imaginären Wege w (man vergl« die Figur), der ad 1 besprochen 
ist, genommen. Die Gleichung (6) gilt daher noch immer, wenn 



*) Man Tergl. die ersten Seiten der Arbeiten von Briot und Boliquet, 
entweder Journel de T^oole imperiale polytecbnique Gebier 36 : i^tnde des fonctions 
d^ine Tarieble imegineire, oder Tb^rie des fonctions donblement p^riodiqnes et, 
ea partienlier, des fonctions elliptiqnes. Paris, 1869. 
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es erlaubt ist; öiatt über w, über den reellen Weg e, der und n 
verbindet^ zu intcgriren. Dies ist aber erlaubt, wenno; — cosi; }^x^ — 1 
in dem durch v und u? begrenzten Räume nie verschwindet; dass 
dies nie geschieht, iässt sich dadurch beweisen ^ dass man zeigt, 
wie es jetzt geschehen soll, der reelle Theil von a? — cosi; ^x^—1 
sei in jenem Baume immer positiv. 

Am Bande des Raumes, d. h. wenn 17 auf o oder auf u> bleibt 
ist dies der Fall; ersteres folgt aus den Untersuchungen ad 1, in- 
dem nach der dortigen Bezeichnung der reelle Theil a— pcosi? 
wird. Bleibt i} auf u>, so hat man 

«-— cosi? yx^ — 1 = ; 

a?+co6f) ya?*— 1 

der reelle Theil der rechten Seite hat sich aber schon als positiv 
erwiesen, so dass auch der der linken Seite positiv ist. Könnte 
nun x — QO^^ ^x*—! einen nicht positiven reellen Theil im um- 
schlossenen Baume erhalten, so würde daraus, dass er überall am 
Rande, die Curve u> und v entlang, positiv bleibt, folgen, dass iür 
ein fi im Innern dieser Theil ein Minimum besitzt, was nicht ein-> 
treten kann. 

Beweis. Setzt man 

X s» cos(o+/Si) 
y?^=t8in(o-f-/?f) 

so wird der reelle Theil von (a; — cos 17 yx*— 1) gleich 

il+Bcoscco8«^+Csinesint^ 
wo 

A =2 cosacosi/?^ 

B = — isini/fcoso, 

Cs= tsinacosi/7. 

Soll dieser für eine Combination i, C ein Minimum erreichen, so 

müssen für dieselbe die Differentialquotienten von 

il + Äcos*cosi£+Csin*sint^ 

nach e und C verschwinden; es soll also zu^eich 

Äsin^costJ— Cco8«sint£== 

Csin^cost^— JBcos«sint£ = Oi 
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B C . . 

d. h. >r = "5" ^^^^ (wenn nicht jB = und dann auch C=aO wird). 

Hieraus folgt B^^C^^ oder B^C^Oy da B reell» C imaginär ist; 
68 reducirt sich demnach der untersuchte reelle Tbeil auf die Coa* 
&tante A; und. kann folglich kein Minimum beaitaen. 

§. 9 Aus den bisher entwickelten Formen der Kugelfhnction 
sollen zunächst einige einfache Schlüsse gezogen werden. 

Aus (1) folgt, dass für j? = die Grösse (l+a*)'* die Func- 
tion P" erzeugt. Daher ist für ein ungerades n, P*(P) s= 0, für ein 
gerades 

Für ein unendliches x wird P* unendlich, und zwar so, dass 

P"(x).x-" für a?=oo in t'o'b" '*"" tibergeht, 

Sämmtliche Wurzeln der G-leichung P"(j?) = sind 
reell und kleiner als 1. Beweis: Sind die Wurzeln einer 
Gleichung t//(a;) = sämmtlich reell, und liegen sie zwischen a 
und by so gilt das Gleiche bekanntlich von den Wurzeln des ersten 
DiiFerentialquotienten V^(^)j also auch von denen jedes folgenden 
^"•>(a;). Ist im besonderen Falle tp(x) = (a?*— 1)*, so müssen daher 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

oder nach (3) von P"(aj) = 0, zwischen —1 und +1 liegen und 
reell sein. 

Dass diese Wurzeln sämmtlich verschieden sind, 
soll §.11 bewiesen werden; 1 selbst gehört nicht zu ihnen, da 
P"(l) = 1 (§. 3). Ist a eine Wurzel, so ist auch — a eine solche, 
da P*(a) = i P^^—a), also werden für ein gerades n die Wurzeln 

von P*(ir) = 0, für ein ungerades von — ^— ^ = paarweise gleich 

und entgegengesetzt. Die numeinschen Werthe der Wurzeln für 
die ersten n findet man unter Anwendungen I; Mechanische 
Quadratur, angegeben. 
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Der hier bewiesene Satz ist zuerst von Legendre au%e8tellt 
und bewiesen, und zwar in den Memoiren der Akademie*) von 
1784 für einen geraden Index n, in den Exercices ^) flir alle gan- 
zen n. Die Methode von Legendre wird im 2ten Theile §. 89 
auf eine ähnliche Untersuchung angewandt; die hier angegebene 
verdankt man Jacobi***). 

§. 10. Ein Integral von neuer Gestalt hat Dirichletf) 
für P"(cosd) imter der Voraussetzung entwickelt, dass einen 
reellen Bogen bezeichnet. Man bedient sich zur Ableitung des- 
selben einer Formel, die in einem einfachen besonderen Falle be- 
reits §. G angewandt wurde. Ist n&mlich f{fp) in eine trigonome- 
trische Reihe 

/"(y) = a^ sin9)-fa|Sin2^+a, sinSy-f etc. 
oder in 

f(V) ^ 4*0 +*i cos q> +6,cos2qp+ etc. 
entwickelt; die für alle 9 von bis n die Function f((p) darstellt, 
so wird resp. 

dm = — / figi) sin mf dtp 


2 /*•'* 
6« = — / f(q>) cos mq> d(p. 


Durch Multiplication der ersten Gleichung mit sin rmp und der zwei- 
ten mit cosm<jp, und Integration nacli y von bis ^, nach der 
alle a und b bis auf a», resp. b„ fortfallen, wird dieser Satz, auf 
der Stelle bewiesen. 

Bei einigen späteren Untersuchungen kommt ein bekannter 
Hülfssatz zur Anwendung, von dem der vorstehende nur einige 
Punkte enthält; diese Stelle scheint angemessen zur Einführung 
des Hülfssatzes: ff) 



*) 8. 374. 

*•) Bd. n, 8.254. 

***) Grelle, Journal f. Math. Bd. I: Ucber Gauss neue Methode, die 
Werthe der Integrale nftheningsweise su finden, 6. 306. 

t) Grelle, Journal f. Math. Bd. XVII, S.41. 

tt) Der erste strenge Beweis dieses Satzes ist von Dirichlet im IV^«" Bande 
des Grelle* sehen Journals 8. 157 — 169 gegeben; hefonden sa empfehlen für daa 
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jpBezeichnet f{ff) eine zwischen 9) = und 9^ sr 2if willkürlich 
3)gegebene einwerthige Fanction^ die immer endlich bleibt, so lässt 
^sich f{fp) in eine trigonometrische Beihe 

f((f) 3s ^b^ +6^ cosy+6,cofl2^p+ **c» 
-f a^ sin fp+a^ sin 2^ + ®tc. 
^entwickeln; deren Coefficienten a und 6 durch die Gleichungen 

a« Ä — / /*(qp) sin mg) dq> 
u 

6g, =s — / ^(op) cosmqp d(p 

^bestimmt sind/' [Ist die Function /'(9>) an einer Stelle unstetig, 
so stellt an dieser die Reihe nicht f{^ dar, sondern das arith- 
metische Mittel aus den zwei dieser Stelle angehörigen Ordinaten, 
die man mit f(g>+0) und f((p — 0) bezeichnen kanU; indem man 
unter diesen Zeichen die Grenzen von f(g>+^) und fifp — *) für 
abnehmende Werthe der positiven Grösse c versteht] 

Hier reicht der vorerwähnte einfachere Satz aus; es tritt aber 
der Umstand ein, dass f{ip) nicht im ganzen Intervalle von bis st 
durch ein und dieselbe Form gegeben ist, sondern von bis zu 
einer gewissen Grösse durch einen Ausdruck F(tp)y von 6 bis n 
durch einen anderen Ausdruck G{q>). Um die Coefficienten a und 
6 zu bestimmen, wird man dann am bequemsten die Integrale, 
welche die Coefficienten ausdrücken, in zwei zerlegen, das eine von 
bis 0, das andere von bis n, und fiir f in dem einen die 
Function F, in dem andern G setzen, je nachdem f der eine oder 
andere Werth zukommt. Dadurch ergiebt sich 

^ö» = / F{g>) »in mq> dy + / G (q>) sin mq> dg> 
e 

F(ff) COS vMp dq>-{' I G (9) cos mip dtp. 
Mit diesen Hilfsmitteln versehen, denke man sich, es sei ge- 



StndiniD desselben i«t die zweite AusarbeltuDg von Diriohlet in Dove^s 
Repertorinm Bd. (, Berlin 1837, S. 152—174, in welcher die Sfttse Aber bestimmte 
Integrale, auf welche sich der Beweis stützt, einfach nnd mit gewohnter Strenge 
abgcteitet find. 
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stattet; die Gleichung (1) 

, — =:r = 2a-P^(c0sd) 

yl— 2aco8Ö4-a* «==3» 
auf den Fall anzuwenden, da$s M(a)ssl, und setae a = e'V. Dann 
zerfällt die rechte Seite in einen reellen Theil 

P*^(co8 ö) + cos 9 P* (co8 Ö) + CO» 2<pP* (cos ö) + etc. 
und einen imaginären; der, durch Division von t befreit, die Sinus- 
reihe 

8inyP»(co8Ö)+8in;2ipP*(co8Ö)+8in3yP*(co8Ö) + etc. 
giebt. Zerfällt man die linke Seite gleichfalls in ihren reellen 
Theil R und den imaginären iS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe ; 5 gleich der Sinusreihe zu setzen. Nun wird fUr 

1— 2acosö + a* = 2e'y (cos y — cos ö) , 
und cos^p — cosö ist positiv, wenn ff < 6 (man denke sich 
O^Ö<;r), sonst negativ. Daher hat man 

y 2 (cos <p — cos d) y 2 (cos y — cos &) 

y 2 (cos — cos q>) y 2 (cos 6 — cos 9) 

Es entstehen also die beiden Dirichl et'schen Formen für P": 

(7) ... P*(cosö) = 

2 Z*^ cos^ycosyiy ^ 2^ /*^ sin^/pcosny 
ü >^2 (cos q> — cos Ö) ^/ ^2 (cos ö — cos y) 

(8) ... P"(cosÖ) = 

_-A /'^ sin-^ysinwjp . 2^ /*^^ costysinny , 
^-jf y2(co8y— cosöj ^^^ y2(cosö — cosy) 

in deren erster, "wie die vorausgeschickten Sätze über Bestimmung 
von Coefficienten trigonometrischer Reihen zeigen, für » = die 
Hälfte der rechten Seite zu nehmen ist, während die zweite (8) 
für n = überhaupt nicht gilt, da die Sinusreihe kein Qlied P® 
enthält, sondern erst mit sin yP^ beginnt. 

Es ist nothwendig, die Gleichungen (7) und (8) zu vcrificiren, 
da sie unter der nicht erwiesenen Annahme entstanden sind, dass 
die Gleichung (1) noch für a = e*«* anwendbar bleibt. Dazu wer- 



§. 10^ 8. I« Theil. Erstes Kapitel. 27 

den die rechten Seiten mit a* multiplicirt; wo a eine hinlänglich 
kleine Grösse vorstellt; es zeigt sich dann, dass diese Producto 
eine convergente Reihe bilden, und dass die Summe der Reihe 
genau (1 — 2a cos ö +«*)*** giebt, wenn man (7), dasselbe weniger 1 
wenn man (8) benutzt hat. Da der gleiche Ausdruck nach (1) bei 
seiner Entwickelung nach Potenzen von a, als Coefficient von a** 
grade jP" giebt ^ so ist hierdurch cu-wiesen^ dass P* durch (7) und 
(8) ausgedrückt wird. 

Um diese Andeutungen weiter auszuführen, setze man das 
erste Integral in (7) gleich Hn, das zweite, welches später auftritt 
gleich Jif». Es ist also 



„ 2 /"* cos4QPcosng> , 






und diese Grösse wird kleiner als 1. Denn da cosnqp <i 1 und 
co6 49> positiv bleibt, so entsteht 

ji < — r ^^^^y^'^ 

^«/ ysin*iö--8in*4r/ 
oder nach der Substitution sin^qp ^ «sin^d; 

d. h. <; 1» Daher ist die Reihe S»''Hn über alle n sunmiirt con* 
vergent, sobald o <: 1 genommen wird, und ihre Summe gleich 



1 P 
nJ 



(i + acos5p+a*c08 2gp + etc.), 



^ y2(cosy — cosö) 

oder nach Ausführung der Summation des einfachen nach Potenzen 

von a geordneten Ausdruckes 

cos^y d^p 

•if }/2(cosy — cosÖ) ^-2aco89)+«\* 

Die Integi*ation lässt sich ausftlhren, wenn man für 9 den Win- 
kel ^p durch die Substitution 

sin^y = sin^dsint^ 
einführt; dann wird der Ausdruck gleich 



'~r 



n J (1 — a)*co8*^ 



A^p 



y , , V+(l— 2aco8Ö+a*)BinV 
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oder endlich gleich 

1+a 



}/l — 2« cos Ö.+ «* 

Nachdem nun die Summe Sc^H» ausgeführt isti lässt ^»"ÜT» rieh 

ohne Wiederholung der Bechnung beatimmen, indem rieh Kn durch 

die Substitution fi — ^ für ^ in 

2.(~-l)* r^' ^ cos^ycosny . 

» ]/2(cosy — cos(ii — ö)) 

yerwandelt. Es wird also Sa^Kny gleich 

~ ^/— > /'^'"^ cosi^ycosnyrfy 

^ •/ y2(cosy — cos(ii — Ö))' 

aus £a*Hn durch gleichzeitige Vertauschung von a und mit — tf 
und n—0 gewonnen, daher gleich 

|/l — 2aco8Ö+a*' 
also, wie zu beweisen war 



Ta-(ir,+Af,)« ^ 



«=o yi — 2acosö+a* 

Um auch die Formel (8) zu verificiren, multiplicire man die 
rechte Seite wiederum mit a*, und summire nach n von 1 bis oc, 
schliesse also den Werth n = aus , fUr den die Gleichung nicht 
zu beweisen ist. Man zeigt wie oben, dass die Reihe conviergirt 
wenn a •< 1, und betrachtet gesondert den Theil; welcher das erste 
Olied in (8) zur Summe liefert und den, welcher vom zweiten her- 
stammt. Der erste ist 



/ "iV^ (i»gmiy).f «»Rmgy-f g'«in3y-f ütn. 

«/ }/2(cosy-cosö)^ V'^ Y- r 

oder, wenn die Sinusreihe summirt, und der Werth 

asinysin^y 

1— 2acosy+«* 

durch 

(1 — a)*cos|y 



•) 



4c08iV — f 



1 — 2aconp+a* 
ersetzt wird, gleich 

' » eoajqttkp (1-a) 

«if y'2(c08y — C08Ö) yi — 2«C08Ö+O* ' 



-i/ 
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in dieier Formel kann man noch 



nJ 1 



^ 1^2 (cos ff — cos 6) 

mit seinem Werthe —| (s. ob.) vertauschen. 

Der zweite Theil folgt aus dem ersten, ähnlich wie bei Be- 
trachtung von (7); durch gleichzeitige Vertauachung von a und 
mit — a und n — 0, wird also 

yi-2acosÖ+a' 
Durch Addition beider Theile und Hinzufttgung von P®(cosd) » l 
entsteht endlich die Summe 

1 

>^1 — 2acosö+a' 
Es ist sonach genau bewiesen, dass (7) und (8); mit den oben an- 
gegebenen Beschrftnkungen fUr n ss 0^ P*(cosO) wirklich darstellen. 

§. 11. In der Einleitung zeigte sich, dass P'(x) die Lösung 
einer Differentialgleichung sei, auf welche man einfach ge- 
fbhrt wurde, wenn man den von Laplace zuerst gewählten Weg 
einschlug. Nach dem hier gewählten Gktnge ist die folgende Art, 
jene Gleichung mit Legendre'*) abzuleiten zweckmässiger. 

Mit der Bezeichnung des §. 3 findet man durch directes Dif- 
ferentiiren 

Hieraus ergiebt sich 

ax da 

und durch Sobtraction die Differentialgleichung von T 



*} Exerclce« T. II, psg. 257« No. 188. 
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Setzt man für T die Reihe JSa*P*(x)j und bemerkt, dass 

Q^t = n(«+l)a-, 

dass die linke Seite der DiiFerentialgleichung demnach wieder eine 
nach Potenzen von a geordnete Beihe wird, die nur dann ver- 
schwinden kann, wenn jedes Glied fUr sich verschwindet: so findet 
man, indem das n*® Glied Null gesetzt wird, die Differentialglei- 
chung der Kngelfunction 

(9)... (l-x*)^!^-2x^^+nin+l)P'(x)==0. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung IsÄast sidi vollatäadig 
integriren, sobald zwei verschiedene particuläre Lösungen gegeben 
sind: ist eine von diesen eine ganze Function von x, nicht aber 
die andere, so muss die erste bis auf einen constantea Factor mit 
P"(a;) übereinstimmen. 

Hier sieht man auch (§.9), dass die Wurzeln der Glei- 
chung P" = sämmtlich verschieden sind. Denn hätte P* 
gleiche Wurzeln x = a, wo o nicht 1 sein kann (§.3); so würde 

SP" 
für 07 3=« nicht nur P* verschwinden, sondern auch -^i — , und 

3'P* 
nadi (9) auch ^ ^ « Differentiirt man (9) noch mehrere Male, so 

entsteht immer eine lineare Beziehung zwischen P* und seinen 
Differentialquotienten, die daher alle für x^ssa verschwinden müss- 
ten. Es wäre also P" bis auf einen constanten Factor (x — a)", 
was nicht der Fall ist« 

Anmerk. Setzt man fUr x einen Ausdruck, wie er §. l durch 
cosT* bezeichnet wurde, nämlich 

wo a*-f-6'+c'= 1, 80 lässt sich zeigen, dass P"(ir) der partiellen 
Differentialgleichung (6) des §• 2 genügt. Man vergl. im zweiten 
Theile §. 66. 

§. 12. Die gefundene DifferentialgleichuBg (9) tritt bei vielen 
Untersuchungen auf, und nimmt durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen Formen an, in denen man ihre ursprüngliche Gestalt 
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nicht sofort erkennt. Es sollen deshalb die am häufigsten vor- 
kommenden Transformationen hier zusammengestellt werden. 

Die ursprüngliche Oestalt der Gleichung, von welcher eine 
Lösung 2 = P" (x) ist, war nach §.11 

(a)... (l-a:')|^-2«-g-+n(a+l)» = 0; 

ohne weitere Substitutionen lässt sie sich offenbar in 

(6) . . . g^ +n{n+l)^ =r 

VBigestalten. Durch die Substitution ars^costf geht (a) in 

{c) ... Q^ +cotangö. Qg-+«(«+l)» == 
oder auch in 

(d) ... g^ +ii(n+l)sing.g = 

über, in welcher Grestalt sie bereits §. 2, b auftrat. Wird flir x 
eine Grösse ^ durch die Gleichung p'+ir* = l eingeführt, so entsteht 

(e)... p(p-.l«)|!|+(2p«-l)-|i-«(ii+l)p«==0. . 

Wie (b) aus (a) oder (d) aus (c\ so folg^ aus (e) 

(0... Ve'^i 3^— ^!£ — «(n+i)e» = o, 

die Form, welche bei Lam^*) vorkommt, auf deren Zusammen- 
hang mit (a) der Verfasser **) hinwies. Endlich gestalte man 
noch (a) durch die Substitution um, welche schon §.4 erwähnt 
war und die von grosser Bedeutung sein wird, nämlich durch 

und findet dann 

(«?)... |'(l-|«)|^-2|'|-«(«+l)(l-|')« = 0. 

*) LiouTille, Journal de Math^amtiqaes , Tom. IV: Snr r^qniUbre des 
temp^raUires dans les oorpi solides homogenes de forme ellipeoidale , oonoenumt 
parücnli^rement les ellipsoides de r^Tolution p. 361. 

**) Dissertetio inaagundis : De aeqiutionibns nonnnllis differentialibus, 
Berolmi 1842 und Ctelle, J. t Ibith. Bd. XXTI: Udber eisige il«f|rftb«n, welclie 
auf partielle Differentialgleichangen führen, 8. 200. 
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Zweites ÜApItel« 

Entwickelang nach Kugelfunctionen. 

§. 13. Die DifferentialgleichuDg der Eugelfunctionen (9) wird 
in dem folgenden Kapitel vollständig integrirt; in dem gegen- 
wärtigen sollen einige Entwickelangen von Functionen einer Ver- 
änderlichen nach den P ausgeführt werden. In der Abhandlung, 
welcher der Ausdruck von P durch die Integrale (7) und (8) ent- 
nommen wurde ; beweist Dirichlet einen allgemeinen Satz, den 
man im zweiten Theile im 5ten Kapitel finden wird, und der eine 
wichtige Vervollständigung dieses Kapitels giebt, aus welchem folgt; 
dass jede Function f{x), die zwischen o; = — 1 und x ^ 1 endlich 
bleibt; in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
(10) . . . fix) = A,P^(x)+A,P'(x)+A,P\x)+ etc. 
entwickelt werden kann, in der die A von x unabhängige Constante 
bezeichnen. Dies allgemeine Resultat wird hier nur erwähnt; soll 
aber weil es an dieser Stelle noch nicht bewiesen ist; hier keine 
Anwendung finden. 

§. 14. Lässt sich eine Function f{x) durch (10) darstellen; so 

« 

kann man jedes Mal die Coefficienten A durch ein Integral bestim- 
men; indem dieses hier gezeigt wird; stellt sich zugleich heraus, 
dass eine solche Entwickelung; wenn sie überhaupt möglich ist; 
nur auf eine Art geschehen kann. Es ist dazu der Beweis des 
Hülfsatzes erforderlich; dass 

^F'ix)P^(x)dx 
—1 

verschwindet; wenn m und ft verschieden sind; dass dies Integral 

2 . 
gleich s~"TT ^'^» wenn m^ n. Den Kern dieses Satzes in noch 

allgemeinerer Oestalt hat Laplace*) bewiesen; gerade in dieser 
Oestalt ist der Satz von Legendre nachgewiesen**) und zwar 
zuerst für gerade Indices m und n, später für beliebige Indices. 



/' 



*) Memoiren der Parider Akademie t. Jelire 1782 8. 168. 
**) Memoiren von 1784 8.878 und von 1789 8.884. 
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Laplace bedient sieb znm Beweise einer seitdem bei Diffe* 
rentialgleicbnngen bäufig angewandten Mctbode, indem er durcb 
Mttltlplication von (9) in der Form (6) des §. 12 mit P'^ix) nnd 
Integration nach x von —1 bis 1 erhält 

Integrirt man rechts durch Theile, und wendet, wie es bei ähn- 
licher Gelegenheit häufig geschieht, die Bezeichnung [V^C^)]^ An, 
um damit die DiiFerenz yf(b) — '^{a) auszudrücken, so verwandelt 
sich die rechte Seite der vorigen Gleichung in 

Der von der Integration freie Theil verschwindet ftkr a?s= + l; 
das Integral geht durch Wiederholung der Operation in 

-['■<-«')S-Xi/"'-iO'-^''s-")-. 

-1 
also in das letzte Integral allein über, weil der Theil, welcher vor 
dem Integrale steht, wiederum verschwindet. Da ferner P"* der 
Differentialgleichung 

genügt, so wird endlich 

«(«+1)/*V-P"da: = m(m+l)^ P"P"cfa 

d. h. das Integral selbst gleich 0, wenn m und n verschieden sind. 

Legendre beweist seine Resultate an der zweiten Stelle^ in- 
dem er von 

dx 






ansgeht. Da 

(l-2r(fx+r*Q*y^ s= 2!t*(^P'(x) 



Q Q 

Heine, Haadbuch d. Kiigelfunctioneo. 
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« 

80 ist (a), wenn wirklich 

und nur danU; Ton g unabhängig und der Factor von r^" in der 
Entwickeinng von (a) wird gleich 



f\p'{x)y 



sein müssen. Dies zeigt sich in der That, indem (a) ansgeAihrt 



— log- also 



<^+T+'^+**«0 



giebt« Da aber bereits der erste Theil des Satzes, welcher sich 
auf verschiedene Indices m und n bezieht, erwiesen ist, so kann 
man um eine einfachere Bechnnng zu haben statt (a) den ein- 
facheren Ausdruck (^ = 1 gesetzt) 

ix 



w-/i3 



2ra?+r» 



1 1 + r 
benutzen, der gleich —log ist. Andrerseits wird er 



J'\2r^P\x)y dx 



-»1 

also gleich der Doppelsumme nach nt und n von bis oo: 



-y^V(a:)P"(a:)dr. 



—1 

Da die Glieder verschwinden, in denen m und n verschieden sind, 
so reducirt sich die Doppelsumme auf die einfache 

-2'r2-/'Vp"fa?^V(te 



—1 
welche gleich 

22 



2ft+l 
sein muss, so dass schliesslich 

2 



— i 

gefunden wird. 



/\p\x)ydx * 



2n+l 
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§. 15. Die wirkliche Bestimmung der Coefficie&ten X 
in (10) erfolgt nun auf eine Art, welche ganz analog der bekannten 
Methode ist, welche bei der ähnlichen Aufgabe angewandt wird, 
die sich auf trigonometrische Reihen bezieht. Multiplicirt man 
nämlich, um An zu finden, die Gleichung (10) mit P*(x), und in- 
tegrirt nach x auf beiden Seiten von —1 bis 1, so entsteht nach 
Anwendung der beiden Besultate des vorigen Abschnittes 

(11)... An^^^f^f{x)P\x)dx. 

Wäre f{x) noch auf eine zweite Art in eine nach Kugel- 

fnnctionen fortschreitende Reihe 

f{x) = B,F'{x)+B,P'{x)+B,P\x)+tXc. 

entwickelt, so dass 

SAnP^'ix) « 2BnP^(x) 

ist, so giebt dasselbe Verfahren der Multiplication durch P*{x) und 

der Integration nach x von —1 bis 1, il»ss B«, also den Satz, dass 

eine Function nur auf eine Art nach Eugelfunctiopen entwickele 

bar ist. 

Man zieht endlich hieraus den Zusatz, dass alle A yerschwin- 
den müssen, wenn für alle x von —1 bis 1 

A^P^{x)+A,P'(x)'\-A^P^{x)+ei(^. 
Null wird; denn eine Bntwickelung von 0, mit der die vor^ 
stehende übereinstimmen muss, ist 0.7^4-0.^'+ etc. 

Man wird hieraus hinlänglich erkannt haben, wie die Coeffi- 
cienten-Besthnmung und der Beweis von der Binheit der Ent- 
wickelung sich aus dem Satze über das Integral im §.14 ergiebt; 
an mehreren folgenden Stellen kann man ähnliche Sätze fUr all- 
gemeinere Entwickelungen mit Hülfe eines ganz entsprechenden 
Satzes über ein Integral herleiten« An jenen Orten wird et 
nun erlaubt sein, ohne die Schlüsse dieses Paragraphen 
zu wiederholen, sogleich die ähnlichen Folgerungen zu 
ziehen. 

Anmerk. Zur Ermittelung des Werthes von / P*P"(ia? kann 

—1 
man sich auck der Formel (3) bedienen, durch welche das In- 

3* 
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tegral in 

2^+*n(m)n{n)J dx^ da^ ' 

übergeht. Eine »fache Integration durch Theile verwandelt diesen 
Ausdruck wenn n^m in 

2«»+»iI(»i)il(n)y da?-— ' 

indem (a;*— 1)*" die Wurzeln +1, mfach enthält, also seine m— 1 
ersten Difierentialquotienten für a? = + l verschwinden, Warfii>» 
so giebt die Integration sofort 0; war m = n^ so hat man 

22»iI(n)JI(n)y ^"^ ^^"^ JI(n)JI(fi)./ ^ ' 2n+l 

§• 16. Da eine grosse Anzahl wichtiger Functionen in Reihen- 
form nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt vorkommt, so 
wird man diese (M. vergl. §. 17 und 19), abgesehen von der Conver* 
genz, nach Kugelftinctionen ordnen können, wenn man im Stande 
ist, jede ganze Potenz von x z. B. or* in die Form der 
Reihe (10) zu bringen. 

Zunächst lässt sich zeigen, dass es möglich ist o?" nach Eugel- 
functionen zu entwickeln ; denn nach (2) lässt sich X* linear durch 
P''(x), a?""^, a;»-*, etc. ausdrücken, ap"""^ wieder durch P*'"^(a:), 
«*-♦, etc., also endlich a;» linear durch P", P*"^, P"^*, etc. bis P» 
und X, oder bis P* und x^. Bemerkt man, dass a? = P', 1 =s P\ 
so folgt aus dieser Betrachtung, dass es erlaubt ist 

X- = il,P"(a:)+il..2P""'(ar)+il»^P*^(a?)+ etc. 
zu setzen. Nach (11) ist dann 



— I 



wenn m der Reihe nach die positiven Zahlen n, n — 2, n-— 4 etc. 
vorstellt. 

Der Werth dieses Integrals lässt sich ermitteln, selbst 
wenn nicht, wie hier, n eine ganze Zahl bedeutet; es darf bei den 
zunächst folgenden Rechnungen n eine beliebige gebrochene. Zahl 
vorstellen, auch negativ sein, muss in letzterem Falle aber •< 1 ge- 
nommen werden, wenn m gerade^ < 2, wenn m ungerade ist. Das. 
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so verallgemeinerte Integral betrachten wir zuerst^ und gehen dann 
zur EntwickeluDg der ganzen Potenz x^^ deren Möglichkeit allein 
untersucht war, zurück« 

Es ist klar; dass A^ für ein ganzes n verschwindet, wenn n<im. 
In diesem Falle würde nämlich die Entwickelung von x"^ nach Kn- 
gclfunctioneU; deren Form man schon kennt , kein P** enthalten^ 
also die ganze Reihe ftir o^ nach Multiplication durch P"* und In- 
tegration in Bezug auf x zwischen —1 und +1 verschwinden. Hier- 
aus folgt; dass auch 

u 
verschwindet; wenn n ganz; n<.m; m — n eine gerade Zahl ist; in 
diesem Falle enthält nämlich af'P'*^ nur gerade Potenzen von x, das 
Integral zwischen und 1 ist also die Hälfte desselben zwischen 
— 1 und 1. 

Hier erhält man gelegentlich den SatZ; dass 

%p{x)P'*(x)dx 



s 



—1 

verschwindet; wenn ^\f{x) eine ganze Function von x von 
geringerem als dem m**'' Grade vorstellt. 

Die Function f^^x) hat die Form 

P"*(a?) = aa?-+/Jx*-"^+ya?"'-*H- etc., 
wenn a, ßy y, etc. gewisse bekannte Zahlcoefficienten bezeichnen, 
deren Werth man aus (2) ersehen kann-, es ergiebt sich daher, 
wenn n beliebig bleibt, und nur den oben angegebenen Bedingun- 
gen unterworfen ist, (wenn es negativ genommen werden soll), 

/x'P^ro?) dx = 1 1 T^ h etc. 

Die rechte Seite, auf gleiche Benennung gebracht, verschafft einen 
Zähler der nach n eine ganze Function ist, und zwar je nachdem 

ABS MftA 1 

m gerade oder ungerade ist vom Grade — oder — ^ — , der ferner 

für n = m— 2, »1—4, etc. 2, im ersten Falle, im zweiten für 
ftssnt— 2; m^4, etc. 3, 1 verschwindet. Das Integral ist also 
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resp« gleich 



yt(n— 2) (n— 4)... (n—m+ 2) 
(n+m+\)(n+m—l)...(n+l) 

(n— l)(n — 3)...(n-~m+2) 



(in gerade) 
(911 ungerade); 



(»+m+l)(»+iii— l)...(ii+2) 
wo k eine Constante nach n bezeichnet Da für n sr oo und ein 
endliches m 

nj af'P'^dx = a+/?+y+etc. 
u 
d. h« gleich P"*(l) = 1 wird; so ist ft s= 1, und man findet 

(«-l)(«-3)...(n-OT+2) . „„„„ ,v 

Kehren wir zu unserer Entwickelung zurück; so handelt es 
sich hier um den Fall eines ganzen n, und eines m^ welches so 
beschaffen ist; dass n— m nicht negativ und gerade ist. Multiplicirt 
man in diesem Falle die erste Formel im Zähler und Nenner durch 
1.3.5.. .(n—1) und 2.4.6..,(n— wi) die zweite durch 1.3.5...n und 
2.4.6...(n— m); so entsteht 

(12) ... ^^ = (2m+l) "'^ 



a;* = 



2.4...(n— m)1.3.5...(n+ifi+l) 
Die Entwickelung von a;" wird daher 

j^3iI^,(<2.+.)p-,.)+(2»-3)^P-'(x) 

Diese Untersuchungen rühren von Legendre*) her; der zuerst il.» 
für gerade m^ in den späteren Arbeiten für alle ganze m und be- 
liebige fiy natürlich mit den hier gemachten Beschränkungen; ohne 
die das Integral seine Bedeutung verlieren würdc; ableitet. 

§• 17. Ein Beispiel von der Art; wie der Ausdruck des 
§•16 fUr X* angewandt werden kann, um eine gegebene Potenz- 
reihe nach Eugelfunctionen zu entwickeln; bietet die Function 

1 1.^.«*. . 



y-« y y 



*) Memoixen von 1784 8. 673 und £xeroioes Tom. II» S. 852. 



§• 17, 14. h TheiL Zweites Ki^itel. 39 

dar, die convergirt, so lange x<y. Werden die Potenzen von x 
nach der erwähnten Formel in Kugelfunctionen umgesetzt, und alle 
Glieder gesammelt, welche dasselbe P enthalten, so entsteht eine 
Reihe von der verlangten Art. Zu dem Gliede, welches P"(a;) 

enthält, tragen die Glieder der ursprünglichen Reihe ~q:j, -jp-, etc. 

bei, nämlich resp. 

(2«+l)JI(w) , (2«+l)g(«+2) 

1.3. 5. ..(211+1)* ' 2.1.3...(2»+3)* ' ^"> 

setzt man also 

(i.+l)(»+2)(„+3)(n+4) \ 

^ 2.4(2«+3)(2n+5) » ^ V 
80 wird 



(14) . . . -^ = ^ (2n+l)P" (X) (?• (y). 

Die vorstehende Entwickelung, welche vom Verfasser *) mitgetheilt 
wurde, gilt nicht wie die Potenzreihe immer wenn x<Cy; es ist 
sicher ausserdem erforderlich, dass y grösser als 1 sei. Vorläufig 
wird man einsehen, dass die Entwickelung nicht mehr nothwendig 
unter den früheren Bedingungen gilt^ indem die Glieder der ur- 
sprünglichen Reihe verschoben und vertheilt wurden, um die neue 
zu verschaffen ; so wie, dass die Reihe 0" nur convergirt, wenn 
y>>l Ist; an einer anderen Stelle soll die Convergenz und der 
Werth der Reihe (14) für reelle und imaginäre y genau untersucht 
werden (§. 41). 

Für y = l erhält (13) schon einen unendlichen Werth, wie 
man aus den allgemeinen Untersuchungen von Gauss "^ über die 
hypergeoraetrlsche Reihe weiss. Gauss setzt nämlich die Reibe 

aß a(a+l)ß{ß +l) 



*) Grelle, Journal f. M. Bd. XLII: Theorie der Anziehung eines EUipsoids 
8.72. Es sehemt zweckmässig, (2» + 1)0* su nennen, was dort Q* hiess. 

**) SocieUtis regiae scientiarum Gottingensis commentationes Tom. II. claf sia 
mathemaücae ad a. 1812: Disquisitiones generales circa seriem infioitam 

aß 

1+; — « + eto. 



40 I. Theil. Zweites Kapitel. §.18^ 14. 

gleich F{c(,ßyy,x) und zeigt (Sectio tertia) 

a) dass für o; = 1 die Glieder in's Unendliche zunehmen^ wenn 
a+ß — y— 1 positiv ist, 

6) dass sie zu einer endlichen Grenze convergiren, wenn 

c) dass sie zu Null convergiren, wenn a+/?—y—l negativ ist, 

d) dass die Summe der Reihe (fUr a; = 1) immer und nur 
endlich wird, wenn « + /^— y negativ ist. 

Man kann an dieser Stelle mit Gauss (No. 17) bemerken, 

dass die Beihe (1 — ^)5 für x s= l verschwindet, wenn S eine 

solche Reihe 

S s= aQ+a^X'^-a^x*+etc. 

bezeichnet, deren Glieder a mit wachsender Entfernung vom An- 
fange zu Null convergiren (a« =0). Es ist nämlich (l — x)S die 

Reihe 

«o+^K— «o)+^Va— öi)+etc.; 

Die Summe der ersten n Glieder, d. h. bis ir*(a« — a»_i) incl. wird 
flir a? = l 

d. h. An, nimmt also mit wachsendem n zu Null ab. 

Um diese Resultate auf 0" anzuwenden, ziehe man in (13) 
auf der rechten Seite y~""* heraus, und findet für die Reihe, welche 
dann in der Parenthese bleibt, den Ausdruck 

der für y = l unendlich wird, weil a+ß—y gleich ist; (1— y*)0*(y) 
oder (1— y)0"(y) muss aber für y = 1 verschwinden. 

§. 18. Eine nur pberflächliche Vergleichung von P in der 
Form (2) mit Q zeigt, dass abgesehen von den constanten Facto- 
ren, welche in die ganzen Reiben multiplicirt sind, P*(a?) in 0*(a:) 
durch Vertauschung von n mit —(«+1) übergeht. Dieselbe Ver- 
tauschung lässt aber die Differentialgleichung (9) ungeändert, so 
dass zu vermuthen steht, es werde auch Q'*{x) eine particuläre Lö- 
sung von (9) sein, die dann von P*(x) verschieden ist, weil Q für 
a? = oo verschwindet, und P unendlich wird (§. 11). 



§. 19; 14. I- Theil. Zweites KapiteL 41 

Um die Termuthete Beziehung iswischen P und Q zu beweisen; 
setze man 

y—x 
und JSndet 

5//, t^5K\ a/., ,.aF\ 

Entwickelt man nun durch (14); V in eine Beihe; und setzt nach 
§. 12, 6 für 

seinen Werth — n(«+l)P"(a;), so giebt die Gleichung für V 

T(2»+l)P"(x)[A((l_y«)§ÖI) + „(„+l)0-(y)] = 0, 

und nach dem Zusätze des §. 15 das Resultat; dass der Factor 
von (2n+l)P"(a;) ftlr sich verschwindet; d. h. dass Q*(x) wirklich 
der Differentialgleichung (9) genügt. 

Die hier eingeführten Functionen Q sollen, wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den P, Eugelfunctionen zweiter Art hoissen. 
Hier sind sie durch (14); also nur für den Fall definirt, dass ihre 
Veränderliche grösser als 1 ist; im folgenden Kapitel wird ihre 
Definition verallgemeinert werden; so dass sie noch für kleinere 
Werthe der Veränderlichen eine Bedeutung behalten. 

Die Kugelfunctionen zweiter Art treten zuerst bei Gauss*) 

in Gestalt bypergeometriacher Beihen auf; und spielen dort eine 

a?+ 1 
Rolle als Reste bei der Kettenbruch -Entwickelung von log 

(M. vergl. hierüber das sechste Kapitel); als particuläre Lösung 
von der Differentialgleichung (9) der P in Arbeiten des Verfassers **). 
Ueber andere Formen wird man später das Nähere finden. 

§. 19. Zu den Betrachtungen des §. 16 zurückkehrend, ist 
man jetzt Im Stande; abgesehen von etwaiger Divergenz, die Ent- 
wickelung einer beliebigen Function f(x)y die nach auf- 



*) Commentationes GottiDgenses Tom. III : Mothodus nova mtegralium valores 
per approximationem inveDiendi, No. 18. 

**) DisBertation und Grelle J. f. M. Bd.XXyi, §.2. 
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steigenden Fotenssen von x geordnet ist, nach den P vor* 
zunehmen. Ist nämlich 

f(x) = a^ +a^x + a^x*+ etc. 
eine gegebene Function von x, so setze man, indem man sich die a 
gegeben denkt, nach §. 16 sämmtliche Potenzen von x in Kugel- 
functionen um, und findet 



f{x)^2CnP'ix), 
nsdl) 

WO zur Abkürzung gesetzt wird 

_ 1.2.3... n ^^ (n+l)(»+2) 
^•"l.3.5...(2ii^l)V'**+ 2(2«4-3) "**+' 



(2»— 1)\ " ' 2(2« + 3) 

. (it+l)(n+2)(it+3) (it+ 4) ^ \ 

■•■2.4 (2»+3)(2»+5) "*•+* + ''^V- 



ö« = 



War z. B. a,= — jtj-, so entsteht die Keihe (13); war f(x) gleich 
e*y, also 

so wird 

" 1,3...(2«-.1)\ ■^2(2«+3)"^2.4(2f* + 3)(2ii+5)"^ /• 

Für /*(«) = {y+x)% wo 

»(m — l)...(ift — «+1) . . 
^ I.2.3.,. H ^ ' 

findet man 

_ m(ffl^l)...(ifi^n+l) / (m-~ii)(m>-fi~l) \ 

^~ 1.3.5...(2n-l) ^ V+ 2.(211+3) » + ^^^V' 

Die EntwickeluDgen dieses Paragraphen hat Bauer*) zuerst 
veröffentlicht. War f{x) eine hjpergeometrische Beiho^ so werden 
im Allgemeinen die GoefGcienten C ähnliche Reihen höherer Ord- 
nung, die sich in besonderen Fällen, z. B. wenn die Elemente a, ß, y 
der gegebenen hjpergeometrischen Beihe ganze Zahlen oder unend- 
lich werden, auf einfachere reduciren. Dasselbe tritt auch zuwei- 
len ein, wenn a» /?, y einen Buchstaben enthalten, der eine bestimmte 
ganze Zahl vorstellt: in solchen Fällen kommt es vor, dass ein 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd. LVI: Von den Coeffioieiiteii der Beihea 
Ton Kugelftmctionen einer Variablen* S. 118. 
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Coefficient Cy der mit diesem Buchstaben zusammenhängt^ sich vre* 
sentlich vereinfacht. Ein Beispiel hierfür bietet die Entwickelung 
von /'(aj)5= (l+fcc*)""*' dar, welche für ein ungerades n offenbar 
C^^nO giebt, für C^» einen Werth, welcher aus dem Producte von 

y(y+l)..,(y+n-l) 1.2.8.,, (2n) 
^ ' I.2.3.,. n 'l.3.5...(4»— 1) 

und der allgemeineren hypergeometrischen Reihe 

(2fi+l)(2ft+2)(y+»), 



1 — 



2 .(4«+3)(n+l) 



(2n+l)(2n+2)(2n+3)(2w+4)(y+w)(y+n+l) 
"^2.4 (4«+3)(4n+5)(n+l)(n+2) ®^^' 

besteht Cim vereinfacht sich nur wesentlich, wenn man y = it+| 
macht^ und zwar wird es dann gleich 

d.h. =:l^Jz:*)l. 

2n+l (1+*)"+» 

Diese Grösse ist also der Coefficient von P (x) in der Entwicke- 
lung von (l+fcc')~" * nach EugelfiincUonen ; fHir dieselbe hat man 
nach §. 15 einen Ausdruck von anderer Form, nämlich 

4w+l /• ' P''(x)<te 
2 "C, (1+***)"+*' 

und findet so die Gleichung, welche Legendre*) an verschiede- 
nen Stellen bewiesen hat 

■' P"'{x)dx 2 (-Ä)" 



/ 



^1 (l+*a?y+* 2n+l(i+fc)«+i 

Herr Bauer zeigt am angef. Orte, dass in einigen Fällen 
die gefundenen Beihen für C» durch Zähler und Nenner von ge- 
wissen Eettenbrüchen dargestellt werden können ; es sind dies aber 
ganz besondere Fälle, die erst durch allgemeinere Betrachtungen 
in das rechte Licht treten, und sich dann als Besultate erweisen. 



*) Zuerst in den Savsns ^tnngers Tome X, S.426, überBichtUoher in den 
Memoiren von 1784, S. 877. 
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welche UnterBuchungen über die hypergeometrische Reihe ange- 
hören. Das Nähere findet sich in den Arbeiten des Verfassers*). 
Seihen, welche nach Potenzen von y absteigen, entwickelt 
man in ähnlicher Art nach den Q, indem man, nach Anleitung der 
früheren Paragraphen, versucht, die Potenz y*"^^ durch eine nach 
den Q geordnete Beihe darzustellen. Man findet dieselbe durch 
n malige Differentiation von (14) nach x, wenn dann x^^O gesetzt 
wird. Hierdurch entsteht 



wenn rechts nach der Differentiation xss gesetzt wird. Nun ist 

aber — j-^ — gleich , wenn n>m, da P* eine ganze Function 

vom I»**" Grade ist; derselbe Differentialquotient verschwindet fer- 
ner für X ssO, wenn m—n ungerade wird. Um ihn in den an- 
deren Fällen zu ermitteln, suche man in P'^ix) den Coefficienten 
von a^ auf, der gleich 



m>~» 



(-1) 



2 l*S,b ...(m+n—l) 



i7i».2.4... (m—n) 
wird, so dass man erhält 

7^ = i^:f7'^ 0^"+^) g'^y) - (^"+^) ^-^ g"^^<y) 

Ist nun 

F(y) = -^ + ^+% + etc. 

y y y 

»=aao 

eine gegebene Function von y, so wird, wenn man F(y)s^£D^Q*(y) 
setzt, 

_1^3^M2«+1)A njn^l) ^ , n(n--l)(n--2)(ii-~3) ^ \ 

^* "• 1.2.3... n V-- 2(2ii=r)''''-'+2.4.(2n-l)(2«~3)''*-*"^''^^V- 

Wird F(y) = gemacht, so geht Dn offenbar in (2n+l)P»(a;) 

y X 

über, wie es nach (14) sein muss. 

*) Borchardt, Journal f. M. Bd^LIII S. 284: Sobroibcn an den Heraus- 
geber; anafübrlicher Bd.LVII S.231: Ueber dieZttbler und Nenner der N&herungs- 
werthe Ton Kettenbrüchen. 
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§• 20. Functionen^ die als trigonometrische Beihen 
gegeben sind; lassen sich auf ähnliche Weise wie Potenz- 
reihen nach Kugelfunctionen entwickeln^ indem zunächst 
Reihen ftlr elnmO und cosmO gebildet werden ^ die nach P(co8 0) 
fortschreiten, wie man sie früher für eine Potenz aufsuchte. Hier 
soll der Gang in so fern abgeändert werden, dass man sogleich 
die gegebenen Functionen in die verlangte Form umsetzt, und 
sinnig und coBmO als speclelte Fälle betrachtet. Man beginne 
mit den Sinusreihen, da die Hülfsformeln für diese fast fertig 
vorliegen. 

Es sei 

f(^d) = ajsinÖ+aj|Sin2ö+ajSin3ö+etc. 
wo bekanntlich a» durch die Gleichung (§. 10) 

u 
gefunden wird. Denkt man sich f{d) in die Form 



f{d)^SCnF\QO%e) 



1=0 



gebracht, so ist (11) 



2 





PfiP) P* (cos ff) sin e dd. 



Im §.4 Form, (a) findet sich die Entwickelung von P" (cos d) nach 

Cosinus der Vielfachen; es ergab sich dort 

iP*(cosö) = 2*« cos (n— 2m) ö, 

wenn zur Abkürzung 

_ 1.3...(2w— 1) 1.3...(2ot— 1) n(n— l)...(ii— m+1) 

*•" 2.4... (2«) 1.2... m (2n— 1)(2«— 3)...(2ii— 2m+l) 

gesetzt ist, und die Summation von «1 = bis m = — ^ oder 

m = -^ ausgeführt wird, je nachdem n eine ungerade oder gerade 

Zahl bezeichnet; in letzterem Falle muss die Hälfte des von 

freien Gliedes genommen werden. Hieraus folg^, dass sinOP"(cos0) 

gleich 

-SM«»(«-^2iii+l) ^— WÄ (»— 2«— 1) ö) 

ist; da fttr ein gerades si das letzte k in dem Werthe von ^P" 
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halb zu nebmen war, tmd sin^P" mit kt^sinO achlieast, so hat m 

T 

der obigen Snmme auch dies Glied den richtigen Werth, wenn die 
Summation nur so weit fortgesetzt wird, dass die Vielfachen von 
positiv bleiben. Es folgt hieraus 






SK(^J^f(e)An{n-2m+l)0dd 
ü 

-Hf^ß) Bin (II-2WI-1) Ödö) 



u 
oder endlich 

die Summe über alle m von an so weit ausgedehnti wie die In- 
dices der a positiv bleiben. Die Beihe fUr C« ist also: 
4 



2.4... (2ft) ^ . , 



(211+1)« 1.3...(2n— 1) 

, l.n , . 1.3.fi(n— 1) , \ , X 

+ i:(2;^^'^-^-'^'>+ 1.2.(2«-l)(2»-3) <^-'-°-'^ + '^- 



die bei a^—a^i=^ a^ oder a^ schliesst. 

Setzt man alle a bis auf eines^ z. B. das m*^ gleich 0, und 
0.1= 1, so ergiebt sich im speciellen Falle die Beihe für sinm^^ 
nämlich 

4 2.4.6...(2iii — 2) . ^ ,^ -\««i-i/ m 
¥• 1.3...(2m-3) "°'"^ = (^'"-^)^ ^«^«»^^ 

■ /«-. ■ o, l.(2»»-l) »«+1 ■ .»_ , „. 1.3.*(2w-l)(2»t+l) „,.n , :^_ 
+(2'»+3) 2. ^2«) ^ +(2'»+7) 2.4.(2»)(2m+2) ^ +*'**'• 

(2«»— l)(2i«4-l) /,„ , „,„«+! . ,„ . „, l.(2m+3) „«+3. . \ 

Bei Behandelung der Cosinus-Beihen ist es erforderlich, 
P*(cos0) nach Sinus der Vielfachen zu entwickeln, um Integrale 
von der Form 

/*^P* (cosö)cosmösinödö 



ermitteln zu kftnnen; das Besnltat, welches sich hierbei ergiebt, 
wird auch fUr §. 29 von Interesse sein. 
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Um diese Entwickelang yorzTinehmen^ verwandele man zunächst 
cosmO in eine Sintis-Reihe, wenn m ganz und positiv ist. Wird 
(0<ö<^) 

coBmO = a^Qm0+aj^Bm2O+ etc. 

gesetzt; so findet man Op durch das Integral 

— / coBrndainpOdd, 



gleich wenn m-f-p gerade ist, in den übrigen Fällen 



n \p+m p — m/ 



p+m p 
Es ist daher 

•7- cos «10 =? 

+sb(«-l)<^_l)+sm(«-3)<^-|)+etc. 

wenn die untere Beihe fortgesetzt wird; so lange die Vielfachen 
von positiv bleiben. Aus den allgemeinen Prinzipien (§. 10) 
weiss maU; dass die Formel fbr 9 = nicht mehr gilt. Man 
hat also 

die Summe nach p so genommen; wie oben gesagt wurde. Die- 
sen Werth setze man in P"(cosd) ein, und findet dadurch für 
?*(cos&) eine Sinusreihe 

jP"(cosÖ) = a4sinÖ+a,sin2ö+..- 

in der, wie man sofort bemerkt, nur solche Vielfache von vor- 
kommen, die mit n+1 zugleich gerade oder ungerade sind; so dass 
also €tn+2p = 0, und dass nur die a von der Form 0.^2^4.1 zu be- 
stimmen bleiben; der Index n-t-2p-fl mag grösser oder kleiner 
als n sein, jedenfalls ist er aber positiv. Es wird nun, nach dem 
Einsetzen des Ausdrucks für cosmd^ als Factor von 8in(ii-(-2p-fl)0^ 
d. h. fbr Om^tp^i folgender Werth gefunden : 
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+--H — , - , - oder 



2n+2p+l • 2n+2p— 1 ' ' »+2p+2 «+2p+l 



k^i ik 



+ o^ . + o *! o +■"+ TS — o<ier 






2p + l • 2p+3 ' • n + 2p »+2p+l 

Da offenbar kp =5 kn^p, und da eine von k^ beginnende Beibe 
der k, wenn man nach demselben Gesetze immer neae k bildet, 
bei Jr. von selbst abbricht| so ist jene Reihe auch: 

k k k 

fortgesetzt bis sie von selbst abbricht. Sie lässt sich snmmiren, 
wenn eine Formel von Pfaff *) benutzt wird, welche sich auf 
solche Reihen bezieht, welche nach Art der hypergeometrischen 
gebildet sind, aber im Zähler und Nenner ein Element mehr ent- 
halten als die von Gauss. Ohne Anwendung dieser Formel fährt 
auch die nachfolgende Betrachtung zu dem gleichen Ziele: 

Zunächst kann man beweisen, dass die Reihe ftlr p =? —1, 

—2, ••• -— oder — — verschwindet; es ist nämlich 



U 

daher 



\J^f''{fifi%e)mimÖdd « a« 



/n 
P" (cos ö) cos mö sin ö iO 

u 
und dieses jedenfalls 0, so lange m<Cfi. Denn, setzt man cos0=a;, 
so ist cosmd eine ganze Function von x des nur m^*^ Grades, also 
verschwindet (§. 16) 



»1 
P*(a?) cos wo (ir. 

Nimmt man hinzu dass 



/ 



a^^^J F'{x)dx und a^^j¥^(x)xdx 



— 1 -1 



verschwindet, so wird daher, wie behauptet war, 

ae 0.^1 ^ a,».^ s: ^'^^ = etc. = a^ oder a^ . 

*) Nora acta Petropol. Tome XI, 1797. BnppMmeat k rhistoife 8.51 
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Hieraus folgt, daas P^"^ kein kleineres Vielfaclie von 6 als das 
(n-f-l) fache enthält, dann aber auch, wie sich sogleich zeigen 
wird, ein einfacher Werth für die a, welche nicht verschwinden. 

Erstens bemerke man, dass die Beihe für an\.ip^i nur das 
Zeichen, nicht den Werth ändert, wenn p mit — n— p— 1 ver- 
tauscht wird. 

Denn die beiden Glieder der Reihe, welche ein und dasselbe * 
z. B. ky enthalten, sind 

Ky Hy 

2p+2i/+l ^ 2p+2«— 2y+l ' 
verwandeln sich also durch diese Vertauschung in 

Hy tCy 

"~2p+2ii — 2v+l ' "" 2p + 2v+l ' 
Die Reihe verschwindet also nicht nur für die Werthe — 1, 

— 2, ... 5 — oder — ^ von p, sondern auch für -^n, 

— (n— 1), ... —, oder "~("2""^v' ^' ^' ^^^ ^^^^ "^ ^^^ * 

bis «, (indem auch für p = 5— die Reihe verschwindet, da 

sich dann die untereinanderstehenden Glieder direct fortheben). 
Zweitens; bringt man die Reilie auf den Nenner 

(2p+l)(2p + 3)...(2p+2ii+l), 
so ist der Zähler nach p eine ganze Function vom n^^" Grade, 
deren Wurzeln durch die vorhergehende Betrachtung bekannt sind. 
Die Summe derselben ist daher 

(p+l)(p + 2)...(p+n) 
(2p+l)(2p + 3)...(2p+2« + l) ' 

wo c einen von p unabhängigen Werth bezeichnet. Setzt man, 
um ihn zu bestimmen, p =1 00, nachdem man mit p multiplicirt hat, 
BD wird 

d. h. s 4P"(1) = i; also c SS 2**, und dadurch die neue Entwicke- 
lang der Eugelfunction 

Beine, Handbuch d. Kugelftiocüonen. 4 
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(15) ... f P-(cosö) = '^^^^(^.in+l)e+'^^sMn+S)e 

. 1.3(i»+l)(«+2) /j . „*„ ^ 

+ 1.2(2n+3X3«+5) ■»°(''+&)<>+etc.> 

Für n = 0^ wo P = 1 wird, erhält man eine bekannte Beihe. 

Mit diesem Resultate versehen; gehe man zur Aufgabe surück 

f{d) =^ i 64 + 6, cos Ö + 6, cos 2Ö + etc. ; 

u 
in eine Beihe 

/•(ö)= "J1>^P"(C08Ö) 



11=1) 



umzuwandeln. Da die Gleichung (11) zeigt, dass 

/>. ^^!^ P f{d)P''{Qo^d)Äiiddd 



und P"(co8Ö) ==r A[a„^j8in(Ä+l)d+a^+5Bin(f»+3)d+ etc.] 

ist, so wird 

2« 4-1 p=* /*'* 

fl.=— ^I^ £a,+,p+i/ /•(Ö)[coa(n+2p)Ö-co8(n+2p+2)Ö]dd 



« p=ü 
Setzt man fUr a seinen Werth, so wird 

on _ 2.4... (2n) ^^ 1. (n+1) , 

^*« =" 1.3...(2n->l) M^-'^^-^^^+ l.(2n + 3) <^--^^-^'^-^^^ 

# 

, 1.3. (n+1) («+2) ,^ \a.«i..^ 

+ TX(2H=3H2M^ <*-+♦-*•+•)+ **"•> 

woraus die Entwickelung von cosmd ohne weiteres folgt. 

§. 21. Die Beispiele von der Darstellung der Functionen einer 
Veränderlichen in Reihen von Kugelfunctionen, welche im Vorher- 
gehenden auftraten, genügen, um den Charakter dieser ^Entwicke- 
lungen zu zeigen; es wurden hier vorzugsweise allgemeine Formen 
von darzustellenden Functionen betrachtet, während in besonderen 
Ftditti gewisse Httlfsmittöl mit Vortheil sieb anwenden lassen, die 
hier erwähnt werden sollen. 



§. 21, 16. I. Theil. ZiraKes Kapitel. 51 

lat die Entwiekeking einer Function nach P gegeben^ so l&sst 
sich aus derselben leicht die Entwiekelung der o; fachen 
Function ableiten, wozu nur erforderlich ist^ dass xP(x) nach 
Kugelfunctionen entwickelt wird. Hierzu kann man eich einer 
Formel bedienen, welche Gaus»*), später 3onriet**) angegeben 
bat, aus der Bonnet, wie er ebendaselbst sagt, nach den Prinzipien 
von Sturm die Bealität etc. der Wurzeln von P=sO beweist 
(M. vergl. hier §. 9.) Diese Formel sagt, dass zwischen drei P 
mit aufeinanderfolgenden Indices die Beziehung 

(16) ..• («+l)P*"»"*(a;)-(2n+l)a?P"(a:) + «P""^(a?) = 
besteht. Sie ergiebt sich aus §. 11, aus welchem zunächst 

8T 

folgt; setzt man hier fiir T die Reihe -S'a-P^"^ also Sna^'^^P'' 

8T 

für ^— , und fasst zugleich Alles zusammen, was in dieselbe Potenz 

von «, z. B. a", multiplicirt ist, und das dann offenbar fiir sich ver- 
schwinden muss, so wird 

(n+l)P-*'*-2«a?P*+(n-l)P"-'* + P"-*-a?P" = 0, 
welches die zn beweisende Gleichung ist. Sie gilt auch noch für 
ft = 0, und giebt dann 

Eine ähnliche Gleichung leitet man fUr die Q vermittelst (14) 
ab; aus dieser folgt nämlich zunächst durch Multiplication mit x 



X 



= £{2n+l)xQ''(y)P\x) 



nnd dann mit Hülfe von (16) 

2Q\y)an+l)P''^\x)+nP'^\x)). 



*) Methodiis novfl, integr. t^Ioms etc. no. 19. 

**) Liouville, Journal do Math. T.XVII: Thbse de Mi^canique, Snr le d^- 
veloppement des Fonctions cn S^ries ordonndes snivant las Fonctions X« et Yn , 
S. 267. Es werden hier beide Btellen erwähnt, indem der merkwürdige Umstand 
eintritt, dass Ganss in seiner Arbeit nirgend bemerkt, dass die Functionen, auf 
welche er gefQhrt wird, die Kugelfunctionen sind; sie treten bei Gauss überall 
als Nenner von Nüherungswertben eines Kettenbrucbs auf. Auf die Uebereinstim- 
miing der Gaussischen mit den Kugelfunctionen macht erst Jacob i im 2ten Bande 
dei GrelUMhen Journals 8.226 aufmerksam. 

4* 
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Wird diese Reihe nach P, nicht nach Q geordnet, so geht sie in 

P«(?'+P*(l.(?'+20*)+P*(20'+30') 

etc. +?"(«(?''■'*+ («+1)0""*"*)+ etc. 
über. Nun ist aber 

= -^? 1, 

also die vorige Reihe auch gleich 

/'°(»(?°~l)+3yO*P*+etc. + (2fi+l)y(?"P"+etc. 
Nach §. 15 sind zwei nach P entwickelte gleiche Ausdrücke identisch, 
so dass sich fUr n>0 die Gleichung 

(16, a) ... (n+l)(?"+'(y)-(2«+l)y(?"(y)+«(?-'(y) = 
ergiebt, die fUr n = mit 

(?'(y)-yO°(y)+i = o 

vertauscht werden muss. 

An die zwei Gleichungen (16) knüpft Herr Dr. G. Neu mann, 
dem der Verfasser noch andere schätzbare Mittheilungen und Ver- 
besserungen verdankt, folgende Bemerkungen: 

Man sieht dass P^{x) durch recurrirende Formeln aus P""" , 
P"~^, etc. gefunden wird, dass also P" von P* und P* durch eine 
lineare Gleichung 

P''{x)^AP\x) + BP\x) 
abhängt, wenn A und B gewisse ganze Functionen bezeichnen. 
Vergleicht man (16, a) mit (16), so ergiebt sich, dass auch 

Q\x) = AQ\x)+BQ\x) 
sein muss, wo A und B dieselben Functionen wie früher werden. 
Nimmt man die Beziehung von P* zu P® und von 0* zu 0® hinzu, 
so folgt 

P"(a?) = (.4a?+J?)F» 

Q\x)^{Ax+B)Q''-A. 
Nun ist P^ = 1, also Ax+B = P", folglich 

Q''{x)c=P\x)Q\x)^A. 
War X reell und grösser als 1, so giebt (13) 

wodurch sich für Q' (x), wenn der Buchstabe A mit Ä" vertauscht 
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Wird, der Werth 

O"(x) = i/'»(a:)logg-ß" 

findet, und hier stellt Ä* eine ganze Function von x vor, die, wie 
man leicht bemerkt, vom w— 1*^'" Grade ist. 

Vorstehende einfache Entwickelung einer Formel, die Gauss*) 
zuerst gegeben hat, durfte an dieser Stelle nicht übergangen werden. 

Ein zweites Mittel zur Auffindung neuer Entwicke- 
lungcn nach Kugclfunctionen bietet eine von Christoffel**) 

angegebene Gleichung für -z — dar. Mit Bauer***) a. ang. O. 
beweist man diese leicht, wenn man erwägt, dass -7 — nur die 

(J'iJC 

« — 1*% »— 3'% etc. Potenz von x enthält; entwickelt man den 
Differentialquotienten nach Functionen P, so nimmt er daher die 
Form 



an, wo 



^»-iP""''+^-3P'^'+^»-5P'*"*+etc. 



2 J dx 



-1 
Ist wie bei uns m<; », also gewiss -. — von niedrigerem Grade 

QX 



als P , so verschwindet 



/' 



ndP'^ 



und es wird 



P"^(te 

dx 
-1 



_2m+l 



2 
— 1 



^'J\p'^dP^+P''dP"') 



= ?^+i[p-p»]^_. 



2 

Da in unserem Falle m die Zahlen w— 1, n — 3, etc. durchläuft, 
also m-\-n ungerade ist, so wird i4„ = 2w+l; und man hat die 



*) Methodus nova intcgralium valores per appro^imationcm invcniendi No. 18. 
M. vergl. auch Neumann's Arbeit, die in §.33 erwUhnt wird. 

**} De motu permanenti electricitatis in corporibns homogeneis. Dissertatio 
inauguralis. Berolini 1856, p. 53. 

***) Journal f. M. Bd. LVI, 8. 102. 
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EntwickeluDg 

(17) ... ^P^ ^ (2«--l)P'-V)+(2«-5)P"-V)+(2ii-9)P-*(x)+etc., 

wenn die Beiho bei P* oder P® abgebroclicn wird. 

Ein ähnlicher Ausdruck findet sich fUr die Q; da nämlich 
(y—x)'^, nach x und y diffcrentiirt^ gleiche und entgegengesetzte 
Werthe giebt, so entsteht 

oder gleich 

-r(2n+l)(?-(y)((2n-l)p-*(a:) + (2n-5)P-"'(a?)+etc.). 

Fasst man die Factoren von P^'*^(x) zusammen, so wird Bchliesa- 
lieh erhalten: 

(17, a)... -.^^ = (2«+3)(?-+\y) 

+ (2n+7)(?"+'(y)+(2«+ll)(?"+'(y)+ctc. 

An merk. Eine Function, die nach Potenzen von x absteigt, 
lässt sich nur auf eine Art nach Q entwickeln; setzt man nämlich 



f{x) = a.(?'+ijia.(?'+ij^a,0'+ctc., 



andrerseits 

und benutzt (13); so wird 

6, = aj 6, = o, 

v»\^* CLL/. ■ 

80 dass die a durch nicht widersprechende und bestimmende lineare 
Gleichungen aus den 6 gefunden werden. 
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Drittes R«|iltel. 

Die Kugelftinction zweiter Art. 

§. 22. Im vorigen Kapitel §.17 und 18 wurden Functionen 
0"(a;) als Kugelfunctionen zweiter Art dadurch eingeführt; dass 
man (x— y)'"^ wenn a?>-y und ausserdem x>l war, nach den 
Kugelfunctionen erster Art von y entwickelte. Die Möglichkeit 
der Entwickelung vorausgesetzt^ ergab sich dort; dass 

^^^ 1.3...(2»+1)\ ^ 2(2»+3) T^i'^y 

der Coefücient von (2»+l)P*(y) ist, und dass (?*(a?) ein Integral 
der Differentialgleichung (9) wurde, d. h. von 

Um das letzte Kesultat auf directem Wege festzu- 
stellen, entwickele man nach den gewöhnlichen Methoden, die 
mjin in den üblichen Handbüchern der Integral-Rechnung findet *), 
die Integrale jener Gleichung nach absteigenden Potenzen von x. 
Setzt man dazu 

z = X" +a^x^''^ +a^x^''*'\- etc., 
so ergiebt sich zunächst zur Bestimmung von a die Gleichung 

a(a+l) = n(«+l); 
aus der für a die zwei Werthe cr = fi und a = — n — 1 folgen; ferner 

_ («— 2m)(tt — 2ift— 1) 

a2«+2 - ^«(„_2w-2)(a--2w-l)-»(ft+l)' 

Mit Hülfe der Gleichung 

/y(/J+l)-n(n+l) = (ß^n){ß+n+l) 

findet man 

— (« — 2m) (g — 2m — l) 

a2«.+2 - 02« (^_2m-n-2)(a-2m4.«-l)^ 

und liicraus für a =• « die Reihe (2), welche P^ix) darstellt; für 
a = — n— 1 die oben angegebene für Q"" (x). Bedeuten a und 6 
willkürliche Gonstante, so setzt man aus den beiden particulären 

*) Z. B. Tergleiche man Euleri institationM ealculi integralis, Vol. II, 
Sectio I, Cap. YIII. 



, BO 
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Integralen das allgemeine durch die Gleichung 

zusammen; und zwar ist dieses für x> 1 gültig, indem wohl P flir 
jedes endliche x endlich hleibt, aber Q nur für x>l convergirt. 
Da P für a; = c» unendlich, Q aber Null wird, so kann eine Lö- 
sung, die für ic= c» nicht unendlich wird, nur die Form 6^" ha- 
ben; sie wird dann mit a?"+* moltiplicirt für a;=c» endlich blei- 
ben; war diese endliche Grösse gegeben, z. B. ' "' . 

ist dadurch die Constante 6 bestimmt, in dem Beispiele gleich 1. 

§. 23. Diese Function lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral darstellen, welches dem von Laplace für P* angege- 
benen (§. 7) ähnlich wird, und für alle x, auch solche die,<l 
oder die imaginär sind, nicht aufhört der Differentialgleichung (9) 
zu genügen. Man kann hierzu gelangen, indem man (9) durch eine 
Keihe integrirt, welche nach Potenzen von x+}^x* — 1 geordnet ist 
(von e'^j wenn a: = cosö gesetzt wird), und die der Beihe (6) in 
§. 4 für P entspricht; wenn man diese dann in ein Integral um- 
setzt, wie es in §. 30 geschehen wird. Man kann aber auch auf 
eine andere Art, die manche Vortheile bietet, und sich den §. 6 und 7 
näher anschliesst, zu demselben Ziele kommen. 

* Eine so einfache erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel für die P besitzt, liess sich für die Q nicht auffin- 
den, wenn man nach Potenzen einer Grösse (wie früher a) ent- 
wickeln will; CS tritt hier bei entsprechender Behandlung zur 
Quadratwurzel noch ein Logarithmus, der für imaginäre x beson- 
dere Untersuchungen erfordert, und aus diesem Grunde wurde Q{x) 
zunächst §. 17 durch die Entwickelung von (x—y)'^ nach P(y) 
eingeführt. Eine für den gegenwärtigen Zweck geeignete erzeu- 
gende Function ergiebt sich aus der Betrachtung, dass das In- 
tegral (§. 7) 

J_ /•'* rf^P 

^«>J a(iP-Fcos5p]/a;'— 1)— l' 
welches gleich 

yl— 2aa?-|-«* 
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ist, als Erzeugende der P angesehen werden konnte. Diese Be- 
merkung lässt sich auf folgende Art benutzen: 

£s genügt T (§. 11) der Differentialgleichung 

/ ^ /i t^d'T ^ dT , d'(aT) . 

(a)... (l-ar«)^~2x^+«-A-H^ = 0; 

daher muss 

^ d(p 



(b)... / 



^ a(j?+cosyya?* — 1) — 1 

wenn man es für T in (a) einsetzt, einen Werth für die linke Seite 
von (a) geben , der für y = tt verschwindet. Wird die Rechnung 
ausgeführt^ und denkt man sich g constant, d. h. von a und x un- 
abhängig; so verwandelt sich die linke Seite von (a) in 
^ a Bing 

ix^^ [a(a?-f-cosflf]/ir«— 1)— l*f' 
einen Ausdruck, welcher für g ^ n wirklich verschwindet. Noch 
für einen anderen constanten Werth von g verschwindet derselbe, 
nämlich für ein solches g, dass sin^ = oo, was nun geschehen kann, 
wenn g imaginär ist. Führt man deshalb in (b) fQr cjp einen ima- 
ginären Winkel i^ ein, so ergiebt sich, dass 

(18) ü = /* %=: 

der Gleichung (a) genügt. Um sich von der imaginären Substitu- 
tion unabhängig zu machen, kann man nur durch Einsetzen direct 
zeigen, dass wirklich U die Gleichung (a) befriedigt. 

Dieses Integral, welches hier unausgeführt bleiben soll, das 
übrigens keine höhere Transcendente als Logarithmus und Are. tang. 
enthält, wird als die Erzeugende der Q betrachtet werden. Wir 
setzen fest, dass die yx* — 1 so genommen wird, dass die 
reellen Theile von x und /a?*— 1, ebenso auch (§. 8) die imaginären, 
gleiches Zeichen haben, dass, wenn x reell und kleiner als 1 ist 
{x SS cosd), y«*— 1 positiv imaginär genommen wird. Da diese 
Festsetzungen noch bei andern Gelegenheiten vorkommen werden, 
(die letzte ist wegen der Anwendungen gemacht, bei denen in 
der Regel zwischen und n liegt), so soll dies der Kürze halber 
dadurch ausgedrückt werden, dass man sagt, x und ^a?*— 1 werden 
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mit gleiehem Zeichen genommen« Ist a hinlängliGb groM reell, so 
wird der Nenner unter dem Integrale (18) nie verschwinden , und 
das Integral einen endlichen Werth besitzeni wenn nicht x =3+1. 
Ist X reell, so ist dies sofort klar; im anderen Falle bedarf es 
eines einfachen Beweises. 

[^Beweis. Ist x z. B. nicht negativ, und setzt man wie §• 8 

X = a±b% 

l^*^ = p±g», 

so wird der Nenner unter dem Integrale (18) 

a(a+pcosil) — l + fa(6+gcostl) 
also nie 0, da cost^ reell und >> 1. Das Integral bleibt endlich 
da, wenn e' = « gesetzt wird, es die Form 

dz 



f 



annimmt, wo c, g^ h noch imaginär sein können und k nicht ver- 
schwindet, wenn nicht j? = +1. Zerfallt man das Integral in einen 
reellen und einen rein imaginären Theil, so wird jeder das Integral 
einer gcbrochnen Function, deren Nenner vom vierten Grade, deren 
Zähler vom zweiten ist.] 

Da (x+co9it}^x*—l) nicht verschwindet, so lässt sich U bei 
hinlänglich grossem a nach absteigenden^ Potenzen von a entwickeln. 
Nach diesen Vorbereitungen definiren wir die Kugelfunction zwei- 
ter Art so: 



Werden x und ^x* — 1 mit gleichen Zeichen (s, ob.) 
genommen, so setze man die durch (18) bestimmte 



Function U gleich 2 ^-^\ es heisst dann Q\x) die »*• 

Kugelfunction zweiter Art, 

Folgende Eigenschaften derselben sind sogleich klar: 

1) Sie genügt derselben Differentialgleichung (9) wie P"(a?). 
Denn U genügt der Gleichung (a), und verfährt man mit U wie 
§.11 mit T, so findet man dieselbe Differentialgleichung (9) 
für Q\x). 

2) Sie wird durch das Integral 



1)-+1 
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/• dt 
^7== 

ausgedrückt; dcBsen Form der von P* in (5,«) entspricbt. 

3) Sie verschwindet für a? = c» , und verwandelt sich mit 
«"+* mnltiplicirt flir a? =? oo in 

1.2.3..» ft 

1.3.6...(2«+1)' 

woraus sogleich zu schliessen wäre (Schluss des §.22), dass fUr 
jedes X, welches grösser als 1 ist; das neue Q mit dem alten über- 
einstimmt. 

Beweis. Für a? = c» wird 

dt 



X 



M+l 






(l+costO*"*"* 



oder, da 2co8i( = c*+e-* ist, gleich 
gleich 



/• dt 






Setzt man 6^ = s, und multiplicirt unter dem Integrale Zähler und 
Nenner mit u^»+*)', so entsteht 

&Mg ^ r(n+l)r(n+l) 

also genau der Quotient 

1 • 2 . 3 . . • fi 
1.3.5...{2n+l)' 
§. 24. Die Function Q ist durch (19) vollständig bestimmt mit 
Ausnahme des Falles a; = 0, in welchem das Zeichen von y^a:*— 1 
ungewiss bleibt. Dieser Fall kann der Grenzfall eines reellen ver- 
schwindenden X sein, und dann wird nach unseren Festsetzungen, 
gleichgültig ob x positiv oder negativ war, 

^« . . _ _1__ /"* di 

V W-^n^lJ (c08 !«)»+* ' 

Ist NuU die Grenze eines rein imaginären positiven oder nega^ 
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tiven Xj was mau durch {oi) oder resp. {—oi) bezeichnen kann^ 
80 bat man 

Q'ioi) = (_l)-+^(?-(_oe) = (?-(«,); I 

soll endlich o Grenze einer complexen Grösse sein, so stimmt der 
Werth mit Q{o%) oder Qi—oi) überein, je nachdem vor dem Ver- 
schwinden von X der imaginäre Theil positiv oder negativ war. 
Die Ausführung des obigen Integrals giebt übrigens 

2»-* 2 2 

/i / \ — ****** I 

Für a;= +1 findet man ferner 0'*(+l) = +oc. 

Im Allgemeinen wird 0''(— a;) = (— l)*'^^0'*(ir); nur der Fall 
macht eine Ausnahme, in welchem x reell und zugleicli < 1, also 

X = cosö ist. Denn ist rr = a + fct, ^0?*— 1 = p+?*^ wo die oberen 
und ebenso die unteren Zeichen zusammen gehören, imd a und p 
ebenso auch 6 und q (§. 8) zugleich positiv, negativ oder Null sind, 
so wird nach den Bestimmungen über die gleichen Zeichen von x 

und ]/a;* — 1 auch Q{x) im Nenner die Potenz von {x-\-^o%%i^ x^ — 1), 

Q{—x) von ( — X — cosifya:* — 1) enthalten. Aus diesem Grunde 
wird in den folgenden Paragraphen, wenn nicht ausdrücklich das 
Gcgentheil bemerkt, und a? nicht reell und zugleich <C1 ist, immer 
X positiv gedacht, d« h. mit positivem reellen Theile oder, wenn x 
rein imaginär war, mit positivem imaginärem Theile; die Allge- 
meinheit der Untersuchung kann nach diesen Auseinandersetzun- 
gen hieninter nicht leiden. 

War aber a:=cosö, so gebraucht man um 0(ir) zu bilden, 
den Zahlwerth von sind^ nimmt man deshalb d zwischen und n^ 
so wird 



Q\m^6)^J 



(«l)«+^0«(-cosÖ)=y* 



jj (cosö + fsindcostf) 

d% 



n+l 



»jf (cos — isin ÖC08 1<)" *^ 

Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich, wie man sogleich sehen 
wird, wesentlich von einander. Geht man auf die erzeugenden 
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Functionen der rechten Seiten zurück , so sind tie nach (18) resp. 

dt 



/OD 



(C0SÖ + fBmöC08t<)— 1 

dt 



daher \t^ird 



* •/ aCcoBÖ — ißi 



(coBÖ — iBinöcosi/)— 1 ' 



IT IT O ' ' A f cositdt 

' '' n/ (acosa— l)"+o Bin ucos't< 

Den Nenner verwandle man in 

14.a«_2aco8Ö — a'sm'ÖBin*!/, 
und setze die reelle Grösse 

— oiBin^sini/s asind — r = ä, 

wodurch die Grenzen von z resp. und 00 werden. Femer ent- 
steht dadurch 

V,^V^^2iJ i_2acosö+a'+»*' 

und wenn das Integral der rechten Seite nach bekannten Regeln 
ausgeführt wird; 

}/l— 2acosö+o* 
Die rechte Seite ist die erzeugende Function der Py man mag sie 
nach aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a entwickeln^ 
so dass sich als wesentlicher Theil des Unterschiedes der beiden 
Q ein P herausstellt, und zwar ist genau 

(a) ... (-l)""*^*0-(-cosö)~0"(cosÖ) = i;»P"(cosö). 

Da l^*(co8e) die Form A-Bi hat, und dann (-l)*+^(?*(--cosö) = il+Äi 
sein muss, so folgt £ = ^^ P* (cos 0); also 

(?"(cosö) = il-iyi»P"(cosö), 
wodurch der imaginäre Theil von Q*(cosö) gegeben ist. 

Anmerk. Die Function Q ist im Allgemeinen stetig und ein- 
werthig; sie wird nur unendlich für a? = +1, mehrwerthig für a? = 0. 
Die Willkürlichkeit bei der Festsetzung des Werthes von 0(cos0) 
hfttte sich vermeiden lassen; wenn allgemein ftir x eine reelle oder 
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imaginäre Grösse eingeführt värC; so diu» eos^ =9 ^, nad dann 

Q als Function von selbst; nicht von cosd angesehen wird. Da 
meistontheils co8<7 das gegebene Argument ist; so wäre es mit 
grossen Unbequemlichkeiten verbunden; wenn man selbst über- 
all einfuhren wollte. Es ist aber für manche sorgfältigen Unter- 
suchungen von Werth; zu wissen; wie sich durch Einführung von 
ö, oder besser von c*^ Alles gestaltet. 

Man führe deshalb; wie schon im §.4 an einer Stelle ge- 
schah; eine Grösse | als unabhängige Veränderliche ein, und setze 
2a; = |+r\ wodurch 2]/^^^"=^ = J~r^ wird. Wenn *(^)>1, 
also I = r(cost/f-t-tsini//) und r>l; so haben 2x und 2}/?— 1 
im obigen Sinne gleiche Zeichen; da ihre reellen Theile resp. 

(r-l — Jcos^, (r jcostpf die imaginären ähnliche Ausdrücke 

sind, und r positiv ist. Wird dagegen r<l, d. h# Jf(|)<l, 

so haben x und /o;'— 1 entgegengesetzte Zeichen. Wird endlich 
r = 1 , so können x und yx^—1 alle Zeichencombinationen durch- 
machen. Setzt man nun 

(19, a) . . . 2-+1 (?" [I] = /* j ^^ — ,^ . , 

so stimmt 0"[|] mit 0"(iP) übereiu; sobald Jlf|>l; sie stim- 
men überein wenn M{^) = 1 ; und $ einen positiven imaginären 
Theil hat: ist dieser Theil negativ so kann man durch Gleichung (a) 
auf der Stelle 0"[|] durch 0*(^) «nd P*(a?) ausdrücken (s.u.). 
Es wird Q[^] überall einwerthig; aber nicht nur für | = 1; (x s= 1), 
unendlich; sondern für alle £ auf der Linie der reellen § von |s— 1 
bia I = 1. In der Tfaat, der Nenner in (19, a) verschwindet fUr 

ein ty wenn jrzT i^ßgativ ^^d >»1 wird; dazu muss |'— 1 negativ 
sein : für ein negatives §• wäre aber -n — r- < 1 , also ist |, wenn 
jener Nenner verschwindet, reell und <; 1. Dies ist nothwendig 
und wie man sieht hinreichend, um den Bruch || — — negativ und 
> 1 zu machen^ so daas ea vermehrt um oosii gewiss fttr etoeu 
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Werth von i «wischen und oo verschwindet. Es hat also 0[|] 
eine Linie der Unstetigkeit, indem es für alle reellen J von —1 
bis +1 unendlich wird, und für Jlf (|) < 1 eine Folge von Werthen, 
die nidit mit denen von O(^) übereinstimmen, und sich von diesen 
dadurch unterscheiden, dass cosit bei 0[^] im Nenner mit dem 
nmgekehrten Zeichen von dem bei Q{x) auftritt. 

In dieser Bezeichnung sagt die Formel (a) dieses Paragraphen, dass 

ist, wenn M(^) as 1 ; man kann hinzufügen, dass (b) auch noch fUr 
M(^) > 1 besteht, wenn nur | einen reellen positiven Theil be- 
sitzt aber nicht reell ist; letztere Bedingung ist erforderlich, da- 
mit 0[$'~^] endlich bleibt. Dies kann man zeigen, indem man 
wie oben auf die erzeugende Function zurückgeht, wobei zu 
bemerken ist, dass dann die Einführung von z für t nicht durch 
reelle Substitution geschieht. Man kann auch folgenden Weg ein- 
schlagen: 

Es ist die Differenz der Integrale 0"[r*]~0"[l] d. h. 

.. r di r di 

4 (^-cosin^^'-l)"'** / (a;+cosi< /j?'— !)•+* 

zu betrachten, die sich in 



r 



'^dt 



, (l+(rc'-l)sin*tO-^* 
zusammenzieht, wo xff die Differenz der («+!)'*■ Potenzen von 
(z+costf i^ic'— 1) und (oj — costi }/?^l) vorstellt, also eine ganze 
Function von Xy yx^ — 1, cosil, genauer eine ganze Function von 
X, (x* — l)sin'f^ diese noch multiplicirt mit cost« ya?*— 1. Setzt 
man zunächst die reelle Grösse tsintl^y^ so wird das Integral 

xdy 



fTTx^f 



, (l+(l^a:t)y.y+i 



wa X ^^^ ganze Function von x und {y^fT^x^y bedeutet, die 
naeb y böehstena vom i»*^ Grade lat. Da x nicht zugleich reell 
und >X sein soU^ so muss 1 — «* entweder reell und positiv, oder 
imagiaftr. werden; yT-^* sei die Wurzel mit reellem positivem 
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§. 24, 19. 



Theile^ (der reelle Thell kann unmöglich Null 8eio). Macht man 
yl^l— j?' Ä », 80 verwandelt sich das Integral in / — ^ | ^^^ , 

wo q> eine ganze Function von x bezeichnet^ auch von « vom höch- 
stens n*^" Grade; die Integration ist über eine gerade Linie zu er- 
streckeu; die von ins Unendliche durch den Funkt ^1— a?* = a+/Ji 
geht (§. 8); man kann dafür auch von auf reellem Wege bis 
ins Unendliche integriren. Ist nämlich P = g+hi irgend ein Punkt 




7>(») 



der bezeichneten Geraden • so dass a: ä ^ g:h, so wird _^, 

' ^ (I+äT"^ 

für keinen Werth z, der in dem Dreiecke APQ liegt, unendlich^ 
also ist das Integral über AP vermehrt um das über PQ gleich dem 
über AQ. Das Integral über PQ ist 



= — t 



ß9 



g>(i»+g)di 



(H-(i»+S)T+" 

verschwindet also, wegen des Grades n von tp, fUr ;= ex?. Die 
Integration darf daher über die verlängerte AQ, ä, h. auf reellem 
Wege von bis oo ausgeführt werden. Ordnet man nun ^i»), wel- 
ches eine ganze Function von x war, nach Potenzen von x, so ent- 
steht auch nach der Integration eine ganze Function von iv, die Air 
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x=s CO80 bekannt, n&mlich wie man ans (a) weisS; tnP*(co80) ist 
Efl muBB daher die Differenz (c) allgemein fnP"(^) sein; immer 
vorausgesetzt; dass | nicht reell; also x nicht reell und grösser als 
1 genommen wird; in welchem Falle das eine Integral oo w&re. 

§. 25. Im §. 7 tritt neben dem Integrale; welches (19) ent- 
spricht; ein zweites verwandtes auf; im §. 8 wird die Gleichheit 
dieser Integrale durch eine Substitution direct gezeigt. Dieselbe 
Substitution verschafft eine zweite Form fttr Q, wie hier gezeigt 
werden soll; es wird nicht sogleich der Fall eines ganz beliebigen 
X behandelt, sondern zuerst die allgemeine Methode auf besondere 
Fälle angewandt; die sich sowohl durch Einfachheit empfehlen; als 
auch durch den Vortheil; den die einfachen Besultate an anderen 
Stellen verschaffen. 

Der erste Fall sei der eines rein imagin&ren x; man mache 
X SS ty, und denke sich y reell und positiv. Wird dann gesetzt 

tfCOSll + l/ü* + l 

y+cost^)/y*+l ' 

siuf^ 
sm« Ä . } 

t(y+costli/y»+l) 
—1 



y-cosi«y»«+l « — — 7==^> 



d»= * 



y+cosi<l/y«+l' 
mit der Bestimmung; dass « =: für t ss sei; so muss; wenn t 

von bis oc wächst; u immer wachsen fda -^ positiv bleibt); imd 

fUr < SS oo entsteht; ohne dass cosi« je negativ geworden wärC; 

costt =3-7 , siniiag-T ; so dass ti der arccoüry wird. 

welcher zwischen und ^n liegt. Hieraus ergiebt sich (y pos.) 

(20)... (rC) = (?•«,) = (-0"7 (y+eo,«/vFTTr- 



Beine, lluiilbuch d. KugolAiactioiian. 
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Der zweite besondere Fall sei der eines positiven reellen x, 
welches grösser als 1 ist. In diesem Falle setze man 

COSf tt =5 ' = 5 ; 

a?+co8i<ya;*— 1 ^ 



. . . — fsin« ^ — er^ 

— f Smt«! == j===r = r } 

a?+cos»<yaj' — 1 ^ 

a: — cosi^ya:'— 1 = y 

«+eosilya5*— 1 



u 



=/ 



a?+co8i<y^a?*— 1 

und hat demnach wiederum eine reelle Substitntion, durch die man 
erhält 

(20, a) ... Q\x) = r ^\ 

(a? — C08itiya?'--l)"du, (a:>+l), 



wenn die obere Grenze der reelle Logarithmus der positiven Wur- 
zel ist. Tn der That, die vierte Gleichung zeigt, dass u mit i 
wächst, also positiv bleibt, die erste und zweite, dast ^ von 1 bis 

-|±L = i/£±l wächst 

Der dritte besondere Fall, dass a; reell und <1 ist, erfordert 
schon eine imaginäre Substitution, weshalb er mit dem allgemeinen 
zugleich behandelt wird. 

Anmerk. Dieselben Substitutionen lassen sich bei beliebigen, 
nicht ganzen und nicht positiven n anwenden; sind die Grenzen 
des Integrals nach t beliebig gegeben, nicht und oo, so findet 
man durch obige Gleichungen zwischen u und t das entsprechende u. 

^ §. 26. Es sei jetzt x eine beliebige Grösse, nur nicht rein 
imaginär oder reell und zugleich r> 1 ; es ist für das Folgende 
bequemer, diese schon behandelten Fälle auszuschliessen, obgleich 
die Besultate noch in diesen Fällen brauchbar bleiben. Der reelle 
Theil von x sei positiv, und x und )/a;*— 1 mit gleichem Zei- 
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eben TenelMii; war x es eotO, so sei wiederuai 0<n also <: ^n 
und y«'— 1 Ä f siiitf. 

Setzt man a; = co8(^ — «i), und versteht unter a, wenn es 
nicht ist, eine positiTe Grösse (ftir ax=0 ist immer 0<d<:^» 
zu nehmen), so wird der reelle Theil von x gleich costf.cosat; 
da er positiv sein soll (Annahme), so liegt 6 zwischen —\n nnd 
\n. Es wird bei der Untersuchung yx*—l, ^x+l, f/x—l vor- 
kommen, jede mit positivem reellen Theile; man kann z^gen, dass 
das Produkt ^x+l.'^x—l mit y«?*— 1 dem Zeichen nach, also 
überhaupt übermstimmt» Es ist nämlich 

d, h. gleich dem Quadrate von 



V2 

Werden die Wurzeln mit positivem reellen Theile genommen, so 
entsteht die Gleichung 

y^2yx±l = («*«+«'-*«) cos 4ö+t(ci«+c-««) sin jö 

indem e^'^+e"^^ immer positiv sein muss (a ist positiv) und eben- 
so cos^^ (da zwischen —in und in liegt). Das doppelte Pro- 
dnet der beiden Wurzeln hat als reellen Theil 

(c* — e-") cos d; 
ist daher positiv» 

War im besonderen Falle asO, so setze man Yx+i==y2.cosi0, 
yap— 1 ss= iy2.smid; das Product der Wurzeln ist dann genau 
y«'— 1, wie diese Wurzel genommen werden sollte, nämlich tsin^. 

Es wird femer 

Vfl?+1 _ e«— e-« — 2i8bg ^ 
|/illl e« — 2cosÖ+e-« ' 

der reelle Theil hat also das positive Zeichen, der imaginäre das um* 
gekehrte von 6; für a ss verhält es sich ebenso mit dem imagi- 
nären Theile, während der reelle verschwindet. 

ITaoh £eMB vorläufigen Betraektnngen führen wir Air die 
Grtne t dank dieselben Oleiobnngen, wie im swmten Falle des 

6* 



Tätigen Ttengnifibtu eine Grane « ein; den dort •t%eeldlten 
Boddinngen swiidien u nnd t mag noch die eine 



cor beeseren üeberncbt hinzngefligt werden. Hiems ist klar daaa 
€* Ton 1 bis \ kommt, wahrend I tob bis oo; mn aber « 

fX — 1 

selbst so verfolgeoi setae man 

wo p nnd 9 von I abhangen. Da x Ton der Fom 

xs= Jt4>tSsin() 
ist, wo K nnd 5 beide positiv nnd (denn x s cos((7— at)| nnd sr 

positiv), yx* — 1 aber, mitbin anch x+costl}^«" — 1, dieselbe Form 

hat, so wird (x+costl/x* — 1)"^ gleich r — tssintf an setsen sein, 

wenn anch r nnd s positiv sind. Hieraus folgt mit Hülfe des 

Ausdrucks von du 

df-\'%dq = (r — t«sin0) A, 

d. L p wächst fortwährend mit i, q wächst oder nimmt fortwährend 

ab, je nachdem negativ oder positiv ist. üeber den reellen 

Theil von u ist man nnn vollständig nnterrichtet: er wächst von 

bis zu dem reellen Theile von l^g ' » Um q wttter an vor- 

y»— 1 

folgen, bilde man 

«»—e-«* = (e*—e-0(»'— »««»<')/ 
troraus, wenn die reellen und imaginären Theile geschieden werden, 

(cP+e-P)8in5 = — «(s*— e-*)sin(? 
folgt; es bleibt daher cos 9 immer positiv, während sin 9 immer das 
Zeichen von —0 besitst, d. h. des imaginären TheQes (s. o.) von 

^. « Da q von an wächst, so wird q nie seinen Quadranten 
7«— 1 

verlassen können, und daher unter \n Hegen. Es entsteht daraus 

folgende Begel um den Endwerih zu finden, au welchem u gelangt, 

wenn I von bis 00 reell wichst; man sah, dasa u ihn erreicht, 

während der reelle Theil immer pos&iv, der imaginäre immer podtiy 



§. 26, 20« I. Theil. Drittes Kapitel 69 

oder immer negativ imaginär bleibt, aber jeder Theil die Sichtang 
seiner Zunahme nicht ändert, d. h. immer in demselben Sinne wächst: 

Man suche den log / r , wenn beiden Wurzeln ein posi- 

ya?— 1 

tiver reeller Theil gegeben wird, dessen imaginärer 
Theil unter — t liegt; dieser ist die obere Grenze. 

War im besonderen Falle ^ ss co80 (und positiv), so gelten 
diese Schlüsse noch immer, wenn für die Wurzeln }/x+l die 
früher angegebenen Werthe genommen werden. Dann findet man 

. as ^icoig\0, also wird der gehörige Logarithmus dieses 

yx — 1 

Quotienten 

— ^ni+logcotg^ö. 

Um das Resultat beim allgemeinen Falle einfacher 
darzustellen, fUhre man fllr x eine Art von Polarcoordinaten 
ein, und setze, mit Aufhebung der früheren Bedeutung von r und 

(o) ... X = rcosÖ+iyr*— IsinÖ, (— 4«<ö<ifi) 

% 

(6) ... V«^ = cosÖl^r^-l+irsinö 

wo unter r eine positive Grösse verstanden wird, die grösser als 1 
ist; erlaubt ist diese Substition, weil 

1) die reellen Theile von x und }^a:*— 1 nie negativ werden, 

2) die beiden Formen (a) und (b) so zusammenhängen, dass 

(ay-(by = i, 

3) r und für jedes x aufgefunden werden können. Es 
sind nämlich r und 0, geometrisch betrachtet, die bei der Ellipse 
übliche Art von Polarcoordinaten, um einen Punkt festzulegen der 
als rechtwinklige Coordinaten den reellen und den von t befreiten 
imaginären Theil von x hat, wenn die Excentricität der Ellipse 
»1 ist 

Es wird dann 

yg+1 fr*— 1 — ising 
fx— 1 r— cosö 
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also 

. . , ^x+1 , Jr + cos 6 . ^ amÖ 

(c) . . . log— r Ä loff V -. — tarctanc— === 

^ ^ ^ ]/x—i ^ r— coaö ^ yr«-~l 

wo der arctang zwischen ^-(n und ^n zu nehmen ist. Ftirr«:! 

und ein positives d wird die Formel des speciellen Falles a; = co8tf 

erhalten. 

Da n eine ganze Zahl; also 

/(a? — cos tu . yo?*— l)" dt# 

das Integral einer ganzen Function von cositf ist, so ist es gidch- 
gültig; auf welchem Wege mau von ussO bis zum Endwerthe 
integrirt; es ensteht sonach folgendes Endresultat: 

1) Bedeutet x eine beliebige Grösse mit positivem reellen 
Theilo; die aber nicht zugleich reell und kleiner als 1 sein soll^ 
und wird yx^ — 1 mit demselben Zeichen wie x genommen^ so ist 

(21)... o»«r.^_*=_j- 



-/ 



(a?+ cosf ^ . yx*—i) 



u 




*-' ' • /;;;i— 



(o?— costtt.ya?'— 1) du, 
u 

und zwar bezeichnet die obere Grenze den Logarithmus der mit 
positivem reellen Theile genommenen WurzelgrössO; dessen imagi- 
närer Theil <.^n. Durch (a), (fc), (c) wird dieser LogarithmuB 
vollständig definirt. 

Der besondere Fall eines rein imaginären x=siy ist übrigens 
im Besultate eingeschlossen; der Logarithmus wird dann — tarceotgy, 

da man 6=^\n, y = }^r* — 1 zu setzen hat: macht man noch us — io 
so entsteht der Werth (20) fllr 0*(«). Für ein reelles x, welches 
grösser als 1 ist (ö=0), ergeben sich die früheren Formeln von selbst 
2) Ist im besonderen Falle a: = cosÖ, und Q<0 <i\9t, so 
gelten noch die Formeln ad 1); obwohl der Ausdruck des Satzes in 
Worten adl) ungenau wird. Für diesen Fall ist 

dt 



(21, a) ... (?"(cosö)=y 



jj (cos ö + • sin ö cos % t) 



»+i 



(eesd— t8in0co8ttf)*ifii. 





=/ 
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Die leiste Formel lässt sich übrigens in die Summe zweier In- 
tegrale mit reellen Grenzen zerlegen. In der That, theilt man 
das Integral in eines von bis — }^«> und eines von — ^ni bis 
— \ni+logooig\0, und führt im ersten statt u die Grösse o dnrch 
die Gleichung «« — »i>, im zweiten durch üä— ^^i+o ein, so 
erhält man 

(co8Ö+isinÖBintü)*do 
u 

— « / (cos ö — i sin ö cos o)* du, 

u 

Das erste Integral ist offenbar reell; während die zweite , — i als 
Factor enthaltende Grösse denselben imaginären Theil wie 

— — / (cosö — tsinöcost?)*df?, 
u 
d. h. den imaginären Theil --\inP''(cQsd) hat; wie man auch schon 
ans §. 24 weiss. Die früheren Untersuchungen machen die Be- 
trachtung des Falles überflüssig, in dem x einen negativen reellen 
Theil besitzt. 

Anmerk. In ähnlicher Art lässt sich (21) selbst behandeln; 
dass auch flir ein beliebiges n dieselbe Eelation zwischen den bei- 
den Integralen besteht, beweist man nach der Methode, welche 
§. 8 in der Anmerkung auseinandergesetzt ist. Auch statt der 
Grenzen und oc von I kann man andere wählen, und findet 
durch die Gleichungen zwischen u und t die entsprechenden ftlr ti. 

§. 27. Ausser dem bisher behandelten Integralausdrucke, wel- 
cher zuerst in den Arbeiten des Verfassers*) auftritt, lässt sich 
noch eine Anzahl bemerkenswerther Formen für Q entwickeln. 
Zunächst sollen die wichtigsten Reihen abgeleitet werden, 
die Q entweder für gewisse Intervalle von x, wie die ursprüngliche 
§.22, oder überall darstellen. Man bedient sich dazu am besten 
der Differentialgleichung (9), die man in ihren verschiedenen For- 
men (§. 12) integrirt; hierbei werden zugleich Reihen für P, dais 
zweite particuläre Integral derselben Gleichung auftreten, und man 

*) Cr eile, Jonrttal f. M. Bd. XLII und Bericht aus den Verhandlungen der 
PreuBS. Akademie d. W. su Berlin aus dem Jahre 1S54 S«Ö66. 
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bat so eine Quelle , aus der die Beihen des §«4 fliessen, während 
dort jede neue Entv^ickelung besondere Kunstgriffe erforderte. 

Zunächst entwickeln wir Q, welches schon §. 22 nach abstei- 
genden Potenzen von X geordnet war; nach aufsteigenden Po- 
tenzen von X, mit Hülfe von (9) in der ursprünglichen Form (a) 
des §. 12. 

Entwickelt man das Integral der Gleichung 

in eine aufsteigende Reihe ; und setzt dazu 

« s= a;«+a,a;«+^+a^««+*+ etc., 
so ist a dadurch zu bestimmen, dass in (a), wenn fUr s die Beihe 
eingesetzt wird, die niedrigste Potenz von x verschwindet. Dies 
giebt a(o— 1) = 0, d. h. « = oder « = 1. Allgemein wird 

— (»--«--_2»i)(n+a + 2iii+l) 

also das allgemeine Integral von (a) 

z = cM+kN, 
wo c und k willkürliche ^Constante und M und N Reihen bezeich- 
nen, nämlich 

M^ 1-4!^).«+ n(«-2)(>»+l)(>»+3) ,«_ ,t,. 

1.2 1.2.0.4 

y= .-("-y("+^)..+("-^)(v;)("f )("+*).*- etc. 

2.3 2.3.4.5 

Von diesen Reihen bricht je eine bei x* ab, die erste für ein 
gerades n, die zweite fUr ein ungerades, und die nicht abbrechende 
wird nur bis re = 1 convergiren, für ^ s 1 unendlich (§. 17). Setzt 
man xs=cosd, und denkt sich <i0<ii9€, indem sich das Re- 
sultat für den Fall in<z6 <,n aus dem, welches man hier findet, 
sogleich ablesen lässt, so wird die abbrechende Reihe, bis auf einen 
constanten Factor gleich jP*(cosö), während für geeignete Werthe 
von c und k 

0"(C08Ö) = Cjf+»JV 

sein muss. Durch Vergleichung der Coef&cienten von cos* in F^ 
und M oder N findet man 



{• 28^ 21. I. Theil. Drittes Kapitd. 73 

f (0»«») = (-i)' ^:*:'.;;''^'^ n. («-2«), 

r(o<«o)-(-i)''-' V,VV.;.(.l.) ". (•■=».+.). 

Um zu entdecken; welche Combination von Jlf und N gleich Q* d. h. 



/ 



<fi 



(C08Ö+»MnÖC08i<)"+* 



ut, bemerke man, dass der imaginäre Theil von Q gleich — ^P 



sein mnss (g. 24), d. h. dass 



«ff 



O"(cos d) = IJV- ^r (cosÖ), (« = 2m) 

«ff 

0* (cos d) = cM— yi^Ccos ö), (« = 2m+ 1). 

Im «weiten Falle wird für cob<) a: (§. 24) 

""■^"^^ 1.3.5... n ' 

im ersten Falle ergiebt sich k, wenn man bedenkt, dass 



2iJV 






-^ (cos ö+i Bin Ö 0081 !)*"*"* '^ (cosÖ — tsinöcosit)""*"* 

ist; bringt man die Fanctionen unter den Integralen auf denselben 
Nenner (co%*0+9\n*0coBHty^^, dividirt durch co80^ und macht dann 

= ^«, 80 wird * = (n+l)»7 -— r^, also 

»^ (cos«0 ^ 

. 2.4«6... 11 .,1 

1.3.5...(ii-l)'*' 

§. 28. Um die Integrale der Differentialgleichung (19) nach 
Potenzen von y«*— 1 zu entwickeln ^ bediene man sich der 
Form (e) des §. 12. Es wird dazu (um die neue Veränderliche 
genau zu definiren) q ss tya?'— 1 eingeführt; die Wurzel wie oben 
genommen; dadurch ergiebt sich 

(e) . . . p(f«-i)0+(2p«_l)il-«(«+l)ß, = 0, 

eine Gleichung; die zuerst durch eine nach q absteigende Beihe 

p" + ö» Q'^^ + «4 P*~* + etc. 
integrirt werden soll. Man findet durch die früher benutzten be- 
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kannten Methoden 

a(a + l) — n(« + l) = 0, 

d.h. ass^n, — (ii+l); femer 

^ (a — 2m)(a — 2m) 

«2^+2 (hm (^_« + 2l»+2)(l|+«-~2lfl-.l) ' 

also die zwei particulären Lösungen ^ welche wieder als hypergeo- 
metrische Beihen auftreten: 

mr - B./ *» ^ 2n— 1 A 

jv=p— »f(-^-, -2-, -^-, rV 

wenn man sich der Kürze halber des Zeichens F der hjrpergeo- 
metrischen Beihe (§. 17) bedient; b^ide Beihen convergiren von 
p = l bis p = oo. Da P*(x) nur die n'% (u — 2)*« etc. Potenz 
von Q enthalten kann, wenn man es nach absteigenden Potenzeii von 
f entwickelt, (?* die — -(»+!)*% —(»+3)**, etc., so muss if und N 
bis auf constante Factor en resp. mit P*(a:) und 0"(a:) überein- 
stimmen. Diese constanten Factoren bestimmen sich durch die 

Betrachtung, dass — ^ «nd «*+*^(j5) für a? = oo die Werthe 

' "*^ ^ und ^' ''\r. — r7\} während -- und JVit»+* resp. 

1.2... » 1.3...(2«-f-l) a:» *^ 

die Werthe i" und i-»-^ annehmen. Es wird daher 

»»/^N_ l>3.,.(2n~l) ,^„^ n n 2ft-l \ 

^ (^)==1.2... I» •^l"2' -2' 2-' P V 

^ ^^^- i.3...(2n+l) • ^V 2 ' 2 ' 2 ' ^ / 

Würde man die Integrale der Gleichung (e) nach aufstei- 
genden Potenzen von q zu entwickeln versuchen, und dazu, 

wie §, 27 

» = p^+a^p'+^+a^p^+^+etc. 

setzen, so ergiebt sich a* = und 

(n — 2ffi)(ji+2m+l) 
«2.-f2 « -o,. ^^j^^^p^p , 

daher eine erste Lösung 
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Die Wuraeln der quadratischen Glriclning f&r a werden hier 
gleich, sämlich heide gleich 0; dies seigt, wie man aus den allge- 
meinen Prinzipien der Integration solcher Gleichungen *) weiss, 
dass eine zweite Lösung die Form Mlogif+q hat, wo q eine Po- 
tenzreihe vorstellt. Diese erhält aber eine nicht elegante Gestalt, 
weshalb diese Untersuchungen nicht weiter verfolgt werden sollen. 
Das Historische über diese Beihen findet man bei' den allgemeine« 
ren ähnlichen Formeln im zweiten Theile. 

Durch Einführung von 1+x u. dgl. als Veränderliche in die 
Gleichung (9) würde man auf Beihen geführt, die nach Potenzen 
dieser Grössen fortschreiten. M. vergl. §. 51. 

§. 29. Die letzte Beihenentwickbng, die hier betrachtet wer- 
den soll, folgt aus (9) in der Form (9), nämlich aus 

(<^) . . . r(l-r)0-2|'5|-«(n+l)(l-r)» - 0; 

sie unterscheidet sich von den früheren dadurch, dass sie für alle 
Werihe von | brauchbar ist Bisher war nicht bestimmt worden, 
welcher der beiden Werthe | sein solle; es wird nun festgesetzt, 
dass man für x die Grösse 

|==aj+/a:'— 1 
einführt, wenn x und yx* — 1 gleiche Zeichen haben, das Zei» 
chen von x übrigens beliebig ist: durch diese Festsetzungen wird 
Jf(|) >> 1. Denn es ist 



-r- = X — y«* — 1, 

folgliofa hat eine von den zwei Grössen x+'^x^—l einen Modulus, 
der grösser als 1 ist, jedenfalls aber x+'^x^^-l einen grösseren 
Modulus .als 0? — ya?*— 1, folglich wird M(x+yx*—l) > 1. Aus- 
genommen ist nur der Fall x s cgsO^ in welchem Jf (|) gerade 
gleich Jr(^'), gleich 1 wird; in diesem Falle soll wie an den frü- 
heren Stellen ^£1;'— 1 positiv imaginär sein, so dass, wenn Jlf(|) =» 1, 
nur solche Werthe | in Frage kommen, für welche | einen posi- 
tiven imaginären Theil hat. 

*) M. vergl. Euler's Integralreelinimg an der eclion oben beseiofcneten 
MDe, pvoUevi» 123. 
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Efl wird; um s nach absteigenden Potenzen von | 2U entwickeln^ 

gesetzt; man findet dann 

a(ff+l) — n(«+l)=0 

_ (n+l+2m—a)(n+a — 2m) 
a2m+2 — ^«•(,|+2+2jfi— c)(ii+a — 2m-^l)' 

d. h. die zwei particnlären Lösungen 



jv=r^v(i,«+i, ?!^, r> 



DasB 



p., . _ 1.3.5...(2n-l) 
^("'^ = 2.4.6... (2«) " 

ist^ weiss man schon aus §. 4, fr; da ferner 2V für £ gleich unend- 
lich verschwindet; so kann sich, so lange wenigstens x^l, d* h. 
|>1, iV von 0*(^) nwr durch eben constanten Factor k unter- 
scheiden. Multiplicirt man die Gleichung Q ::s kN mit x*+^ und 
setzt X SS ooy so ergiebt sich 

1.2«3... ft ff 

1.3.5...(2ii + l)'^ 2^^' 
also; zunächst allerdings nur (§. 22), so lange x>l, 

(^' • • • »■» = '■TTfr£lTr-'<*' "+•' ^'- «")• 

Dieser Werth stimmt wie bewiesen werden soll genau mit dem 
Q^ix) überein, welches früher (§. 23, 19) durch ein Integral definirt 
war, und zwar für alle Werthe von x, auch für die, welche 
einen negativen reellen Theil besitzen oder solche die rein ima* 
ginär, positiv oder negativ sind: man hat nur genau darauf zu 
achten, welcher Werth £ nach dem laufenden Paragraphen zu er- 
theilen ist. (Nämlich Jlf(§)>l, oder wenn | = «'^, 0<ö<-ä.) Im 
§. 30 wird dieses direct bewiesen werden, indem man die Beifae (22) 
durch ein Integral summirt; hier zeigen wir dasselbe auf anderem 
Wege. 

l^ DasB die Beihe (22) convergirt, so lange Jir(£) > J , ist ohne 
weitere Untersuchung klar; ebenso sieht man ein, dass die Reihe 
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Air |sr 1 gerade wie Q'ix) unencllich wird. (§. 17^ d. Nach der 
dortigen Beseichniiiig ist a+ß—y ss 0.) Ist endlich | nicht gleich 
1, wohl aber Jir({)s=l, so convergirt die Beihe noch, wie wir 
durch ein Verfahren, welches dem am Schlüsse des §.17 ange- 
wandten i&hnlich ist, zeigen wollen; man berücksichtige beim Be- 
weise, dass die unendlich entfernten Glieder der Beihe (nach §. 17, e) 
jedenfalls verschwinden. 

Um den Convergenzbeweis au fbhren, wenn M{fy ss l ohne 
dass I s= 1, setae man £*^ = £ und betrachte eine Beihe mit reellen 

Coefficienten a 

«o+«i£+«tr+etc., 

welche die Bedingung erfüllt am~'i> o», o» ^0; es muss dann 

«0 + («I — «q) f + «*c. + (o«— a«-i) C* = P» 
mit wachsendem tn, so lange Jir(^) < 1 , einer endlichen Grenze P 
zustreben, die auch noch für Jlf (^ « 1 nicht unendlich wird. Denn 
in diesem Falle haben die Glieder der Beihe als Moduln resp. 
Hg, (a^—a^), etc. (oM^i^a»); der Hodulus einer Summe ist immer 
kleiner als die Summe der Moduln der Summanden, also ist M(pm) 
kleiner als ^ 

Daher bleibt p» noch fbr jedes m endlich (als Gegensatz des un- 
endlich Grossen), selbst wenn Jlf (^ ss i ; ebenso 

j3g« ao+a,£+etc.+a..iir"*+.?^. 

Das Glied o», daher t^v^ convergirt zu für ms oo, wenn nicht 

{^=1 ist, so dass die unendliche Beihe 

a0 + aif+a,C*+etc. 
p 
die Summe .. giebt, wodurch der Convergenzbeweis geliefert ist. 

Bleibt eine convergente nach | geordnete Potenzreihe bei 
Veränderung von | convergent, so hat sich die durch sie dar- 
gestellte Function, wie aus den Elementen der Beihenlehre folgt 
eoatinurliah geändert; die duidi (22) dargestellte Function, welche 
Qn hebsen mag, bu der Beweis geliefert ist, dass sie filv jedeff » 
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mit Q^(x) übereinstimmt^ ändert trieb also continniriicfa^ wmn | 
▼on einem Wertbe^ dessen Modnlos 1, der aber nicht selbst 1 ist^ 
continuirlich wächst Dieselbe Eigenschaft besitzt aber Q'^l^ (§-24| 
Anmerk.); denn der Nenner im Integral verschwindet nur (s. eben- 
daselbst) wenn | reell und ^1> also ftar einen Werth von | der 
hier nicht in Betracht kommt. Daher ist jenes Integral; swischen 
1 = und einer beliebig grossen endlichen Grenze g genommen, 
continuirlich; der Modulus des Integrales von g bis oo wird mit 
wachsendem g beliebig klein , also das ganae Integral conttnnir- 
lieh; monogen und monodrom für alle | von M(^)ast Ind.; ausge- 
schlossen 1 = 1, bis J!f(|)=too. Für g>l, also für Jlf(Ö>l 
stimmt Qn mit 0"[l} überein, also auch für Jlf(|) ss l, (selbst wenn 
der imaginäre Theil von £ negativ genommen wird) wegen der 
Oontinuität. Aber 0"[|] » 0*(a;) fUr ein | dessen Modulus >1, 
und auch dessen Modulus sc 1 , wenn der imaginäre Theil im 
letzten Falle positiv genommen wird; folglich ist wirklicb die 
Beihe 0« für jedes x gleich der durch (19) definirten Function 

DasB das oben erwähnte Integral 

1"+' dt 



f 



i ((S*+i)+cos«(r-i))"'*-* 

wirklich mit wachsendem g verschwindet, erkennt man soglrich, 
wenn man durch die Substitution e' = « die Function unter dem 
Integrale zu einer rationalen nach % macht; deren Zähler vom nur 
n**", deren Nenner vom 2»+ 2**" Grade ist.] 

Aus den obigen Betrachtungen folgt also: Welches Zeichen 
auch X hat; wird nur/o;'— 1 mit demselben Zeichen wie j? 
genommen; oder positiv imaginär wenn x reell und -<1, 
immer ist die durch (22) gegebene Function 0"(a;); so- 
bald | = a?+ya:*— 1 gemacht wird, gleich der im §.23 durch 
(19) definirten 

^"^"^^"V (aj+coail}^?=Tp* 
Man fasse (22) noch emmal ins Ange^ wenn x es cosi?» «ka 
fibr|»e'> {f}<e<n). Für diesen FaU serflült (? V) nach (22) 



^ = 2.i-*-^^''^ 
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m zwei Tbeile; einen reellen A und einen imaginSren -^Bi, so dass 

0"(C0BÖ)=:il— Bl, 
WO 

l,3,(n+l)(n+2) eo8(n+6)g+ete,) 

während £ die Beihe wird; die aus obiger durch Vertanschung 
aUer Cosinus mit Sinns entsteht. Diese ist aber nach (15) gleich 
\niP*{cos6), so dass man wiederum findet 

0"(cosÖ) = il— iiitP*(cosÖ). 
Uan yergl. §• 24; a nnd die (a) unmittelbar folgenden Entwicke- 
lungen. 

§. 30. Der directe Beweis der Gleichung (22) fUr alle Werthe 
von X mit beliebigem Zeichen ; auf den im vorigen Paragraphen 
hingewiesen wurde, lässt sich durch das Verfahren gebeu; welches 
Enler *) zur Summation von Reihen durch bestimmte Integrale 
anwendet. Zu diesem Zwecke bedient man sich der bekannten 
Formel, welche die Eule raschen Integrale erster Gattung durch 
£e zweite Gattung F oder JT ausdrückt 

und welche ein positives a und 6 voraussetzt. Mit Hülfe derselben 
ergiebt sich der Ausdruck des Integrals 

(6) ... y*V-^(l-i*y»-Ml-t*S-'T^"^'^<'» 

durch eine hjpergeometrische Beihe; entwickelt man nämlich 

(l--ii{-2)-<*"^*^ 
nach dem binomischen Lehrsatze in eine nach Potenzen von »^^^ 
aufateigende Beihe, die eonvergirt, so lange M{u^'~\ wie hier ge- 
schieht, nicht 1 überschreitet (denn Jif (|) sinkt nie unter 1), so 
wird das Integral der Summe der Glieder gleich der Summe der 
Integrale > wenn diese nKmlich eine Summe besitzen ^ also (b) ver- 
ndtt^bt (a) gleich 

«) Ittttttnaönes Oskafi integnJis Toll!, BeotX» Cs^XI. 
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W • • • n(a+ß--l) ^^^T^> «^ «+Ä § > 

Um diesen Aasdrack mit (22) in Uebereinstimmung zu bringen^ 
setze man a = ^, ß = n+1] dass (c) dann noch für ein |, dessen 
Modulus 1 ist (aber nicht | = 1) convergirt; weiss man bereits ans 
§.29. Multiplicirt man endlich noch mit l'***^ so wird eine Glei- 
chung erhalten deren linke Seite 

y«-»(i-«)"(i-^)"""d« 

durch die Substitution 

c— 1 1 + 11 , 2 

C + 1 ' 1 — ll' tJ+1 

in 



n 



do 



[(Hi)+<{- fr »^ 



endlich durch die Sabstitution e = costf in 

dt 



f: 



•jf (a?+cosf^y?^)*^* 

übergeht. Die rechte Seite stimmt aber mit der Ton (22) über- 
ein, da 

n(—\)nn _ 2.4... (2n) 
JI(n+i) *1.3...(2n+l)* 

^ §. 31. Im Vorhergehenden ist die Differentialgleichung (9) 
für alle Werthe von x durch zwei particuläre Integrale P und Q^ 
die für jedes x vollständig definirt waren, und dadurch das all- 
gemeine Integral gefunden. P als ganze Function von x bleibt 
stetig; nicht aber Q, man mag es als Function von x oder | be- 
trachten (§. 24, Anmerk.). Der Vollständigkeit halber soll jetzt die 
Frage behandelt werden: Wie setzt sich eine Function is^ welche 
der Differentialgleichung (9) genügt und in einem beliebig kleinen 
Intervalle von x gegeben ist, auf einem beliebig gegebenen Wege x, 
der nicht durch den Punkt 1 führt, continuirlich fort, so dass sie 
nie anfhör^ der Differentialgleichung zu genügen? Nach der obigen 
Bemerkung über P ist es nur nöthig, die Fortsetzung von Q zu 
betrachten; aus den allgemeinen Prinaipien folgt auch| daas wenn 
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man mit 0"(«) von irgend einem x, es sei x^x^j ausgeht deaaen 
Modnlns >'l, man ftir jedes andere x^=^x^ wieder dieselbe Function 
ö"(^i) erhält, so lange Jlf(a;,)>l, und wenn der Weg, welcher 
von X zu o;, führte, nicht in den Kreis eindringt, welcher mit dem 
Badins 1 um den Anfangspunkt beschrieben ist (kürzer ausgedrückt, 
wenn immer M{x)>l bleibt); dieser Kreis enthält nämlich die 
sämmtlichen Unstetigkeitspunkte von Q. 

Die anscheinenden Schwierigkeiten dieser Frage, welche eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung betrifft, verschwinden, da 
man ein stetiges Integral dieser Gleichung kennt, welches eine ganze 
Function von x ist. Abel'^) hat nämlich eine Methode angegebeui 
die allerdings im wesentlichen schon von Euler**) herrührt und 
seither grosse Verallgemeinerungen erfahren hat, um ein zweites 
Integral einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
ein gegebenes erstes auszudrücken. Ist « irgend ein Integral der 
Gleichung 

(a)... (l_x»)^-2a:^+«(«+l),= 0, 
der auch P^{x) genügt, so dass 

(6)... (l-x«)^-2«g+«(«+l)P = 0, 
so ergiebt sich, indem man (a).P— (6).« bildet, 

also wenn c eine Constante bezeichnet, 

„d» dP c 



dx dx a;*— 1 ' 

endlich nach Division durch P* und darauf folgender Integration 
nach X, 

p^"^yjx^i){P(x)y 

Soll « fQr ein x welches > 1, mit Q* übereinstimmen, so muss das 
Integpral für rr=oo verschwinden, und ausserdem (§.22) die Con- 



dx 



*) Grelle, Journal f. Math. Bd. Ü, 8.22: lieber dnige bestünmte Integrale. 
••) Institationea Galonli integralia Vol. If, Sectio I, oap. lY, problema 104. 
Htloe, Hindbnch d. Kogelftinctioneo. g 
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stante e so bestimmt werdeo, dass für o; s= oo 

J^ (a,«-.i)(F-(a:))' 
gleich ^ 'o"\^ — rrr wird. Nun ist für a? = oo 

i^W.a: -12... n ' 

ferner der Werth von 

1 /*^ dx 

nach angestellter, bei solchen Untersuchungen üblicher Differentia- 
tion gleich 

1 X* /c^* 



(2»+l) a;«-l \py 

oder gleich 

1 /1.2... n Y 

(2»+l) Al.3...(2n~l)/ 
folglich c= --1; also endlich 

Die Aufgabe die Function s, welche der Differentialgleichung ge- 
nügt und für Werthe x> 1 mit Q übereinstimmt; zu verfolgen, 
während x verschiedene Wege einschlägt, ist also auf Betrachtung 
dieses Integrals (c) reducirt. Die Unstetigkeitspunkte, welche in 
Betracht kommen können, sind daher a; = +1, und x =^ a, ß, etc., 
wenn durch diese Buchstaben die Wurzeln der Gleichung P*(j;) = 
bezeichnet werden, die (§.9 und 11) sämmtlich reell, kleiner als 
1 und verschieden sind: es wird sich zeigen, dass durch die be- 
sondere Natur der Function nur die kritischen Punkte +1 in Be- 
tracht kommen. 

Zerlegt man die Function unter dem Integralzeichen in Partial- 
brüche, so wird sie die Form annehmen 

x-l^a;-f-1^0(^~«)' 0(«-«) ' 
wenn sich die Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ß, etc. beziehen; 
es ändert demnach das Integral, wenn x irgend einen von den 
n+2 kritischen Punkten umkreist, jedesmal seinen Werth um 2ni 
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mnltiplicirt mit c, k oder dem betreffenden B, und daher könnte 

man glauben , dass x keine Function von -ß- sei: anders gestaltet 

sich aber das Verhältniss dadurch^ dass sämmtliche B verschwinden. 
Bestimmt man nämlich c, k, A und B, so ergiebt sich 

also zunächst 

c=i, *=-i, 4.=_i_.(_i_y, 

wenn man mit Fortlassung des Index n unter P'{x) den Differential* 

dP'^(x) 
quotienten — r — ^ v^steht. Um nun auch B zu ermitteln, setze man 



dx 



y(=^) = ^r(w)' 



P(x) 

so dass 9/(0) zu suchen bleibt. Differentiirt man logarithmisch, 
so wird 

2q>{x) ^ IC*— 1 "^ J5 — o P{x) ' 
Für a: = a bleibt g){x) und --^ endlich, während f(^)-(^-«)i^(^) 

sich in } verwandelt. Die erste Differentiation giebt als Werth 

des Ausdrucks 

(X'-a)P"(x) _ 

P(x)+(x-a)P'(x)' '^^-•^ 

P" (tt) 
die zweite — ^p,, . , so dass 

2r'(a) 

■29)(«) a* — l"^2P'(a) 
erhalten wird. Bringt man die rechte Seite auf gleiche Benen- 
nung, so wird der Zähler (a*— l)P"(cr) + 2aP'(a), und dieses durch 
die Differentialgleichung n{n+l)P{a) also 0; daher verschwindet 
(f'{a) oder Ba. Es wird demnach 

(d)... , = lP-(a.)log|±i+|.»S^, 

wo log- _ ■ durch das Integral 

6* 
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*/ «—1 •/ a:+l 



+ 

X X 

für a = cx) definirt ist. Es ändert sich also s nur bei Umkrei- 
sung der Punkte +1 um +«tP*(a?). 

Die Formeln {d) und (e) geben das Mittel an die Hand, zu 
'bestimmen um wie viel ganze Vielfache von TrtP sich % nach Zu- 
rücklegung irgend eines Weges von Q unterscheidet; es soll diese 

/dx 
— 

schon lange erledigt ist und hier keine weitere Anwendung findet, 
verlassen, und nur das Besultat in den folgenden Paragraphen ge- 
nommen werden, dass für ein x, dessen Modulus grösser ab 1 ist, 

gesetzt werden kann, wo A" eine ganze Function (vom n—l^** Grade) 
bezeichnet. Wäre M{x)<,\ angenommen, so hätte man offenbar 
eine ähnliche Formel. 

§. 32. Der vorige Paragraph lieferte als besonderen Fall eine 
Gleichung (/"), die schon im §. 21 abgeleitet war, und welche gilt, 
so lange M(x)> 1. Die ganze Function IC ist zwar durch die 
Untersuchungen an jenen Stellen vollständig bestimmt, man kann 
sie aber noch, wie Christoffel*) in der schon früher erwähnten 
Arbeit gezeigt hat, in eine besonders elegante Form bringen. 
Um diese zu finden, setze man in die Differentialgleichung (9) 

für % den Ausdruck 

a = 4P-logf±i-Ä- 

dn; der Factor von ^log r im Resultate ist dann 

X *~" 1 

daher = 0, und es bleibt zur Bestimmung der ganzen Function R 



*) Dissertatio inaaguralis p. 54. M. rergl. aach die Arbeit deitelben Yer- 
üusers: Borohardti Journal f. Math. Bd. LV. S. 68. 
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die Gleichung 

(a)... (l_..)^-2x^'+«(«+l)Ä- = 2^, 

oder nach (17) 

= 2[(2«— 1 )/»•"'+ (211—6) i»^+(2n— 9) !»•"*+ etc.]. 
Man entwickele nun A" in eine Reihe von Kugelfunctionen 

BT = £a.P^\ 



m 



und bestimme die Coefficienten a; da die linke Seite von (a), wenn 
P*~** für Ä* geachrieben wird, sich in m(2«+l — m)P*"^ ver- 
wandelt, so sind die a so zu bestimmen dass 

m p 

d. h. es wird a^, a,, a^ etc. gleich 0, und 

Man hat demnach die Endformel 

(23) ... (?*(x) = |P-(a;)log 5^-Ä-, (*(x) > 1); 

die Beihe bis incl. P® oder P' fortgesetzt. 

Anmerk. Ist Jlf (a:) < 1 , so wird die gleiche Formel gelten, 

wenn nur log r nach Anweisung des §.31 gehörig definirt ist. 

§. 33. Die Formel (23) liat, wie bereits §. 21 erwähnt wurde, 
Gauss zuerst angegeben. Neumann (der Vater) kommt*) zu 
derselben von einem Intcgralausdruck für Q* ausgehend, der, so 
lange M{x) > 1 mit der bei uns definirten Function 0* überein- 
stimmt, für andere Werthe sich von ihr nur um ganze Vielfache 
von inP* unterscheiden kann. (Das Letztere sieht man aus den Be- 
trachtungen des §. 31 sogleich ein.) Man findet das Integral 



*) Grelle, Joam. f. Math. Bd. XXXVII S. 24: Entwicklang der in elliptl« 
sehen Coordinaten ausgedrückten reciproken Entfernung zweier Punkte in Reihen, 
welche nach dem Laplac ersehen Y*^ fortschreiten, und Anwendung dieser Rei- 
hen sur Bestimmung des magnetischen Zustandes eines Rotationsellipsoids | wd* 
eher durch vcrtheilende Kräfte erregt ist. 
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Ton Neumann leicht aus (14) 



indem man nach (11) den Coefficienten von P"(y) in dieser Eni- 
Wickelung nach P durch die Gleichung 

(24) . . . Q'(x) = i/'^dy 

bestimmt. Um von diesem Ausdruck auf die Form (23) zu kom- 
men ; setze man die rechte Seite von (24) in 

um; der erste Theil ist das Integral einer ganzen Function von x 
undy^ vom Grade n — 1 nach jeder dieser beiden Grössen, hat also 
die Form — -Ä*, wenn R eine ganze Function (n — 1)**" Grades 
nach x^ wie oben vorstellt. Der zweite Theil giebt unmittelbar 

Die Formel (24) hat Jacobi*) wesentlich verallgemeinert^ 
indem er sie auf Integrale von DifFerentialgleichungen hjpergeo- 
metrischer Beihen übertrug. 

§. 34. Die Kugelfunctionen erster Art wurden im §. ö als viel- 
fache Differentialquotienten einer Grösse dargestellt, zugleich auch 
die Methoden von Legendre und Ivory erwähnt, welche die 
Differentialgleichung der Kugelfunctionen behandeln. In den fol- 
genden Paragraphen werden die Betrachtungen dieser Autoren, 
nur den gegenwärtigen Zwecken gemäss verarbeitet vorgeführt, 
und vorzugsweise zur Ableitung ähnlicher Resultate für die 
Q benutzt. Es ergicbt sich hieraus zunächst, dass Q** sich als ein 
itfaches Integral einer einfachen Function darstellen läast; für 
die ganze Function n*^" Grades P" ist dasselbe ohne weitere Unter- 
suchung klar, indem der n^^ Differentialquotient von P* eine Con- 
stante wird. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden stelle man sich 
M{x) > 1 vor. 



*) Borchardt, Joum. f. Math. Bd.LVI, S. 154, §. 2: UnterBUchungen Aber 
die DifferentialgleichuDg der bypergeometriBohen Beihe. 
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Differentiirt man die DifferentialgleichuDg 

(9)... (l_a;')^-2a;-^ + «(n+l)» = 

mmal nach », und setzt den m^^^ DifFerentialquotlenten von s nach 
X gleich Ä**, 80 entsteht eine Gleichung von der Form 

deren Coef&cienten A und B man leicht durch die Betrachtung 
bestimmt; dass -4,, = 2, i4j = 4, etc. Am = ^+Ä„^^i d. h. Jm = 2(fii+1) 
ist. Ferner wird B^, = «(»+!), allgemein B» =s Ä^^j — ^^_i^ also 
B«-i = B«-o— il««.2; etc. Bj = jB„ — il^; daher hat man 

oder 

B» = «(n+1) — J»(»i+1) = (« — »i)(n+m+l). 

Die Differentialgleichung für a"* ist also 
(25) ... {l--.x')^--2{m+l)x--^ + {n^m)in+m+l)z^ =^0. 

Für 1» = n ist die eine Lösung dieser Gleichung eine Con- 
stante, die andere wird durch 

da* 

log^ = — (w+l)log(x*— 1) 



r dx 
»»» = ci 



oder 

da; 

gegeben. Da a = P* und a = 0** particuläre Integrale von (9) 
sind; so wird; bei gehörig bestimmten Constanten 

dx d"Q* 



'/-. 



(ic«— l)""*"^ dx* 

sein müssen. Benutzt man den Beihenausdruck für Q"; so ist klar; 
dass Q und seine sämmtlichen Differentialquotienten also auch Q" 
für X = cx) verschwinden; das Integral ist daher von a; = oo an 

zu nehmen. Ferner beginnt -7-;^- mit . /^ a;"^^"'^^^; es ist also 

wir ^ÄÄ-pl) 



c so zu bestimmen; dass für x = 00 

/ te»- 



(-2)-JT„^^^,.^,/'- Ar 



(2«+l) J (a;»-l)"+* 
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d.h. — c = ( — 2)"jr« wird. Man hat also 

dTQ' 



•/ a-x*] 



dx' ./ (1— «»)"+* 

und 

wenn das Zeichen (te"+* eine (n+l){eLchey jedesmal von x == oo 
beginnende Integration anzeigt. 

An merk. Um die Gleichung für i»"" vollständig zu integriren 
wenn m^n, kann man nicht in ganz gleicher Art fortfahren^ in- 
dem zwar flir m = w+p+l 

daf 
noch immer eine Lösung bleibt^ aber die zweite particuläre Lö- 
sung P von (9) durch mehr als n malige Differentiation 0; also 
kein neues particuläres Integral giebt. Man gehe deshalb von (25) 
flir ffi = «+1 aus, also von der Gleichung für »•+* 

von der nur ein particuläres Integral (1— a; ')-""'* bekannt ist Er- 
mittelt man durch Euler's oder AbeTs Methoden (§• 31) das 
zweite; so wird das vollständige 

und **+P+* der p^^ Differentialquotient hiervon. 

§. 35. Eine Integration von (9) giebt entsprechende Re- 
sultate; ähnlich wie die Gleichung (25) lässt sich erweisen, dasa 

(25,a) ... (1-a?«) ^ + 2{m-l)aj^+(n-m+l)(n+m)»^ = 

durch »ifache Differentiation (9) giebt, wenn -^— gleich « gesetzt 

wird. Für w = n ist («*— 1)" eine Lösung dieser Gleichung, eine 
zweite 
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woraus sich ab vollständiges Integral von (9) ergiebt: 

Es mii88 also bei gehörig bestimmter Conatante c der erste Suinmandy 
als ganze Function, P"(x) darstellen, wie man aacfa bereits aus §. 5 
weiss, der zweite, da er für o; s=: oo verschwindet, bei passender 
Wahl von k die Function Q*(iß) geben. Wie früher sucht man 
den passenden Werth von k und findet 

1.3. ..(211—1) 
also einen zweiten Ausdruck von Q: 

» • • • O'f" = i.a.e.Vi) ^("•-•»/'iT^)- 

Die Gleichsetzung von (a) in §. 34 und hier giebt 

(6)... ii(2n)r ^'\^^f.((.^^irr ^\ 

Die Darstellung von Q* durch einen n**" Differentialquotienten 
ist vom Verfasser*) nur angedeutet, von Bertram**) aber erst 
vollständig ausgeführt worden. Letzterer hat auch die Formel (6) 
gegeben (S. 11. Man berichtige dort den offenbaren Druckfehler 
in den numerischen Coefficieoten). 

§. 36. Jacobi **^) hat eine merkwürdige seither oft be* 
nutzte Formel für sinmd entwickelt, die sich durch ganz ähn«^ 
liehe Behandlung einer Differentialgleichung beweisen lässt Wird 
y SS sinmtf, (0<:Ö<«) gesetzt, ferner cosO ss x gemacht und be- 
zeichnet m eine ganze positive Zahl, so genügt y der Differential- 
gleichung 

die durch Einführimg von x &Xr in 



*) Grelle, Joum. f. Math. Bd. XXVI, Anmerk. 1, Formel 22. 

**) Jahresbericht über die Königstadtisohe Realschule. Berlin 1855: Ztir 
Theorie der Kugelftinotionen S. 9, Formel 12. 

***) Grell e, Joam. f. Math. Bd.Xy: Formala transformationis integralium 
lefiaitoniiD, i>«g«4. 
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übergeht. Eine nmalige Integration verschafft als Gleichung fllr 
eine Grösse y«, welche durch «malige Differentiation nach a: in y 
tibergeht : 

fUr it s m ist das eine Integral derselben eine Constante, ein anderes 



2m.l 



so dass der ursprünglichen Gleichung (a) jedenfalls 

genügt^ während (a) andrerseits durch 

y =: acosm^-l-fr sinmd, 

wo a und fr Constante bezeichnen, vollständig integrirt wird, und 

bei gehöriger Wahl dieser Gonstanten die beiden Worthe von y 

übereinstimmen müssen. Für ö == ist a?= 1, und der (m— !)'• 

Differentialquotient einer Function von der Form (1 — a? •)'*'" mal 

]/l— x* jedenfalls 0; daher muss a gleich Null sein, und der obige 

Werth von y ist nur frsinmd. Dividirt man durch 8ind = |/l— x* 

und setzt gleich 0, so wird auf der einen Seite mfr erhalten; 

« I»— 1 

das Resultat auf der anderen Seite wird der Coefficient von -^r» rt 

in der Entwickelung von 

nach Potenzen von Ä, für j; = 1. Die zu potenzirende Grösse 
bringe man in die Form 1 — x^—{2x-\-h)h und entwickele dann 
nach dem binomischen Lehrsatze; das letzte Glied welches einen 

■ m— 1 

Beitrag zu dem Coefficienten von 7= r\ liefern kann ist dann 

ll\M — 1) 

Während die früheren Glieder höhere Potenzen von yi— o?* im 
Zähler enthalten, also für x =^ l verschwinden. Es bleibt daher 
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fyx x^l nur der Beitrag dieses Gliedes^ also die Qleichung 

mb = (-ir"*.3.5...(2iii— 1); 
so dass Behliesslich erhalten wird: 



wenn oj = cosö, < Ö < «, und (1— a?*) ^ die (2iii— 1)*^ Potenz 
der positiven Grösse yi— o?' bezeichnet; die Zeichen für die an- 
deren Werthe von d ergeben sich dann von selbst. 

Die Gleichung (26) ist etwa auf diese Art; mit Benutzung der 
Differentialgleichung, von Liouville"*) abgeleitet, während Jacobi 
den Ausdruck (26) fand, indem er direct den (iti— 1)^*^" Differential- 
quotienten vermittelst einer Formel von Lacroix bildete. 

§. 37. Bequemer erhält man die Darstellung der Lösungen 
als n^^' Differentialquotienten durch Ivorj's Verfahren, welches 
hier sogleich in der Verallgemeinerung von Jacobi**) mitge- 
theilt werden soll. 

Bereits Euler***) hat gezeigt, dass die hypergeometrische 
Beihe y = F(a, ß, y, a) der Differentialgleichung 

genügt; wird eines der beiden ersten Elemente a, ßy eine negative 
ganze Zahl — n, und nur dann bricht die Reihe ab, so dass 

durch eine solche hypergeometrische Reihe erfüllt wird, welche 
zugleich eine ganze Function n**" Grades von u ist. Jacobi be- 
handelt die vorstehende Form der Gleichung; hier soll sie vorher 

durch die Substitution u = — — in eine andere Gestalt gebracht 

werden, in welcher dieselbe sich den hier vorkommenden Glei* 
chungen näher anschliesst, nämlich in 



*) Lionvillo, Journal de Bfath. Tom. VI: Sur une formule de M. Jacobi, 
pag. 69. 

**) Borehardt, Journ. f. Math. Bd. LVI (Zar hypergeom. Reihe §.3.). 
***) Inatitnt. Galc. integr. Vol. II, Sect. 1, Cap.X, probl. 130, 
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(l_a?')-^ + (a+l-~2y— n— (a+l-n)a?)^+««y = 

oder; wenn für a und y andere Baclutaben eingeführt werden, in 

(27) ... (i-aj«)0+(a-6a?)^+ii(ft+n-l)y = O. 

Diese Gleichung untersuchen wir nun, ohne das bisher in diesem 
Paragraphen Gesagte vorauszusetzen. 

Differentiirt man (27) nach x und macht y"* = -r^f ®^ ®***" 
steht 

(a) ... (1-.»»)^ + (a-(2m+6)«)^ + («~m)(ii+iit+6-l)r = 0. 

Hieraus folgt sogleich, dass ftir m=zn ein Integral von (a) eine 
Constante, dass also eines von (27) eine ganze Function von x ist; 
diese und ihre DifFerentialquotienten sollen nun weiter betrachtet 
werden. 

Die linke Seite von (a) lässt sich durch Zusammenfassen der 
beiden ersten Glieder in ähnlicher Art umformen, wie früher (§.12) 
die Gleichung (9) aus der ursprünglichen Gestalt (a) in (fr) ver- 
wandelt wurde. Macht man zur Abkürzung 

Jf, = (l-:r) ^ ^ (1+x) ^ ^ , 
so geht (a) nach Multiplicatiön durch Mm in 

(fr) ... A(if^,y«+i) = ^(n-.m)(n+iii+6-l)*«r 

über. Diese Formel wende man hintereinander auf die Fälle 
m s= 0, 1, 2 etc. bis («— 1) an; im letzterem Falle ist y*"*"* eine 
Constante: es wird dann M^y durch den ersten Differentialquo- 
tienten von M^ ^, also den zweiten von M^ y", etc. endlich den n*^" ' 
von ilf»y* oder von M^ ausgedrückt, und man erhält, dass jede 
ganze Function n*®" Grades y, welche (27) integrirt, die Form 

(c) ... M^y = k-^{Mn) 

hat, wo k eine willkürliche Constante bezeichnet. Für a = und 
fr as 2 giebt (c) unmittelbar Ivory's Besultat nach seiner Methode 
abgeleitet, dass nämlicb 
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.t\» 



ist. Bleiben a und 6 allgemeiD; so hat man Jacob i's Resultat, 
die Darstellung einer gewissen, noch näher su betrachtenden gan- 
zen Function durch einen vielfachen Differentialquotienten. 

Um dieselbe aufzusuchen, integrirt man (27) durch eine nach 
Potenzen von u aufsteigende Reihe und findet 

also 
(28)... (l^x) ^ (1+x) ^ F(-«,6+n_l,l^,i^) 

Durch Vergleichung der Coef&cienten von den höchsten Potenzen 
von X auf beiden Seiten findet man schliesslich 

(6— o)(6— a + 2)...(6— a+2«— 2) 
§. 38. Die früheren Formeln, auf specielle Fälle angewandt, 
geben interessante Resultate, von denen einige hier zusammenge- 
stellt werden sollen. 

Man betrachte die Werthe von Q^{x) in den verschiedenen 
Fällen. Aus (20) folgt, dass für ein positives reelles y, also für 
ein positives rein imaginäres x 

/*• dt 

(a)... Q\iy)^—iJ — — ^== = — larccotgy 

% y+costl.yjf*+i 

ist, wenn der arc. zwischen und \n liegt. Es würde 

Q\-iy) = iT ^\ 

•{ y+oos*<.yy»+i 

also = tarc*botgy sein. Das Integral (a) geht durch Vertauschung 
von cosf^ mit — cosi< in 

dt 



f 



= arccotgy — n 



{ y— cosi/yy+1 

über (§. 24, 6). Ist x reell, positiv und >1, so wird femer 
nach (20, a) 





I 
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(b)... Q'{x)=r — '^\ = log j/^> 

^ -(f x+coatt^x*—! *'«-! 

während ( — «) gleich logV— — wäre. lat ferner « reell und 

< 1, also X = cosOy und < tf < «, so wird, wie man allerdings 
schon aus (19) findet, aber weit bequemer aus (21, a) 

(c) . • . (?*(cosÖ) = r ^,.V ^ 17 = log cotgl- — Jt. 

^ ^ ^ ^ J eosd+tsintfcostl ^ ^ 2 2 

ü 

Das Integral (b) verliert seine Bedeutung, wenn das 2ieichen von 
costi umgekehrt wird; dagegen wird 

/ — 2 — . . a n" = loscotff":^+■:^•• 
*/ cos^— »smdcosff ^ ^22 

Bleibt endlich x allgemein und mit positivem reellem Theile, 
so giebt (21) 

wo man den Logarithmus so zu nehmen hat, dass 

i/a?+l ,1 r+cosö , . sinö 

und der arc. kleiner als +iff gewählt werden muss; hierbei ist x 
in die Form 

ajsrcosö+iy'r«— IsinÖ, {r'\n<e<\n) 

ya?'— 1 s= cosöyr'--l + \r sin ö 
gebracht. Man erhält auch in diesem Falle 

wo der Logarithmus wie oben zu nehmen ist. 

0' ergiebt sich d«Bn immer durch die Gleichung 

(?'(a?) = «(?•(«)-!. 
M. vergl. hier S. 52. 

Endlich ist noch zu erwShnen, dass man Q auch die Form 



crc«) = \f 



geben kann, was ohne eingehenden Beweis klar sein wird. 
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Diese einfachen Formeln gestatten die Behandlung des Aus- 
drackes 



-\r^a 



— ao 



+ 600811 ' 



keine Bedeutung hat derselbe offenbar nur und immer; wenn ^ 

zugleich reell; negativ und grösser als 1 ist; in allen übrigep Fällen 
findet man seinen Werth auf der Stelle , indem man auf beiden 
Seiten mit j/a*— i' multiplicirt; wodurch erhalten wird: 

r« x+cost/)/a:»-l ia'-b^ 

Die obigen Formeln liefern daher den Werth von J in allen Fällen; 
man wird bemerken^ dass hierdurch zugleich das Integral (18) Air 
die erzeugende Function der Q ausgeführt ist« In den besonderen 
Fällen vereinfachen sich die allgemeinen Werthe von J in folgen- 
der Art: (Die Quadratwurzeln aus den reellen Ausdrücken sind 
positiv zu nehmen.) 

1) Es 8^ a reell positiv^ 6 reell positiv und < a: 

r *__ = _J_ w /£±i^E^\ 



2) Es sei a reell positiv, 6 reell positiv und >^ a 

f^ dt 2 , a 

I — Tt -rr = , 1. arccour . . ^ i , 



— » 



/ — ^^?— = — ^— farccotan ^ ^^ 

(o < arccotff— p===- < — )• 
3) Es sei a reell positiv und 6 reip imaginär und positiv =/9t 

Diese Formeln lassen sich in ähnlicher Art verallgemeinem 
wie (4) in §. 6. Führt man nämlich in J fUr * eine neue Ver- 
änderliche u durch t = u — t ein, wo t reell ist, ersetzt dann wie- 
der den Buchstaben u durch t, so erhält das neue I wieder die 
Grenzen — oo und oo; es verwandelt sich aber a+bcosit in 
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A-hBcoBit+Csmii, wo 

Assa, B = bcofiie, C = büüie. 
In den beiden ersten Fällen (ad 1 nnd ad 2), auf die wir uns hier 
allein beschränken wollen, erhält man dann die BesultatO; die fbr 
ein reelles positives Ä gelten: 

1) Ist B reell und positiv und Ci reell, so wird 

' ' t^ il+Bco8t<+Csin 1/ "" |^^«-B«-"c«^\il-yil*-B»~C?/ 

2) Ist B reell und positiv, ferner Ci reell, so wird 



(29,6) ... / 



— • 



il+Bcosf*+Csini< 



2 , A 

. ==■ arc cotff -7===^=r 



und 



d< 



il— Bcosi<+Csini< 
==• ( arc cotg , -^^ij 



( <. arc cotff -7=====r- •< -:r ) • 

Die Bedingung ist noch hinzuEufUgen , dass ad 1, |^il* — B* — (? 
und ad 2, }^B"+C*— A* reell (positiv genommen) sei. 

Obgleich am Schlüsse dieses Kapitels im §. 42 bei Gelegenheit 
der Untersuchungen über die imaginäre Substitution (29) noch ver- 
allgemeinert auftritt, so werden die hier gegebenen speciellen Fälle 
doch nicht überflüssig sein, da es immer einige Rechnung erfordert, 
wenn das allgemeine Resultat auf besondere Formen angewandt 
werden soll. 

*§• 39. Wir gehen jetzt zu einer neuen von Laplace in 
der M^canique Celeste ftlr die V unternommenen Untersuchung über, 
nämlich zur Betrachtung der Kugelfunctionen für unendliche 
Indices n. Man kann sich dazu sowohl der Reihen bedienen, 
wie es hier, als auch der Integralform, was im §• 40 geschehen 
BoU, um dort die für solche Zwecke üblichen Methoden zu erläutern. 
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Die Reihen, welche xu Grunde gelegt werden, sind für 0*(^) 

im §. 29, Formel (22), für P^{x) im §. 4, (a) und (fr), abgeleitet. 

Es serflüU Q*(x), welches wir zuerst betrachten, in ein Pro- 

duct von einer Constanten 

^. 2.4... (21«) 
''-•^^ 1.3...(2n+l)' 

von ^'^^ und einer Reibe, die für alle in Frage kommenden | 

convergirt, nnd für ii = oo in 

1 4.1r^ J. 1.3^^4 . 1.3.5 ^.6 
^2^ +2.4* ^2.4.6* +^'''' 

übergeht, welches bekanntlich gleich (1—1"*)"* ist, wenn die Wur- 
tel mit positivem reellen Theile genommen wird, oder 



_T/ a?+y^^---l , 

Bei einigen Anwendungen ist es nicht nothwendig c» für it = oo 
zu untersuchen; unten wird aber der Vollständigkeit halber auf 
gewöhnliche Art c« abgeleitet werden. Man hat also 

wo !• mit wachsendem n zu convergirt. 

Ist Jf(|)>l, so lässt sich der Werth von P"(x) durch 

§. 4, h auf gleiche Art finden. Setzt man nämlich 

_ 1.3. ..(211—1) 
•"^ 2.4... (2n) ' 

so wird 

«an r 1 — g 

War aber Jf(|) ss l, so darf die Grenze der Reihe, welche in F 

auftritt, nicht auf diese Art genommen werden, indem zwar die 

ersten Glieder der Reihe abnehmen, die darin auftretenden Zahlen* 

coefScienten aber später wieder zunehmen, so dass z. B. |~'''*'^ $~* 

JA 
resp. mit den endlichen Grössen ^ -, 1, multiplicirt sind. Man 

wird das richtige Resultat von der Reihe (a) des §. 4 ausgehend er- 
halten, wenn diese nur bis cos 1.(7 oder cos 0.0 fortgesetzt, dafür 

■•iae, Hudbucb d. KufelAmcttoBU. 7 
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aber, verdoppelt wird, um mühsamere ünteraachniigeiL bq ver- 
m^den^ bedient man eich bequemer der 61eichanp"(15); nach der 
für n SS ac; wenn < ö < «, 



2 
wird, d. h. 



^ P"(co8Ö) = c,[8in(»+l)ö+i8in(n+3)ö+etc.] 






wo die Quadratwurzeln positiven reellen TheU erhalten^ also 

'1 

2 



2 _ 1+i y4 



zu setzen ist. Man findet demnach 

P (cos ö) « — -7=^=^ cos ( — s?— ö— 7- )• 

Um die Formeln fertig herzustellen, bedarf es naph 
der Angabe des ungefähren Werthes von 

welcher sich mit Anwendung der bekannten Formel 

Ji(a) = /äü e-«a«+*, (a = oo) 
als 



=^ 



2is 



2fi+l 
ergiebt. 

Hieraus folgt endlich der Ausdruck von Laplace *) ffar fiasoo 

(a) ... P*(cosÖ) = l/-Jl_cos(H5±iö- f ), 
ferner allgemein in den übrigen Fällen 

1 r 



(6) ?-(«) = 



tmd flUr jedes x 

(C) . . . Q'(») r= l/Ü . ^"'"* 



*J U^ottuqne o^Mto TonuY, Livre XI, no. 8, and SappMment m 5* Tohune 
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Ütt olMie Anwendung der fiülftfonnel für n{a) den Werth von 
c. abzuleiten^ bemerke man^ dass 

iat. Dies Terwandelt sich durch die Snbstitntion v s — in 

' n 



inj 



^ (>+S 






Mrlegt man das Integral in eine« yon bis 2a, der endliobeif 
Grense ay nnd rona bis oo, so vertchwindet das letatere offen'* 
bar fbr »as oO; wttbrend das erstere in 






übergeht 

Aas den Formeln (a), (6), (c) folgt für das Prodact P"(«)0"(y), 

wenn ^ sich ebenso auf y wie | anf x bezieht; dass dasselbe fUr 

II =s oo gleich 

1 1 



s(i) 



wird, wenn nicht jf (|) s 1, dass es also in's Unendliche wächst, 
wenn nicht Jlf| <; Jfi;^ in diesem Falle aber zu convergirt, dass 
68 femer gleich 

^ I? cos^ 2 f^ 4/rsinÖ(l-i7-^ 
ist^ wenn ar b cos0, d. h. Jf(|) s 1. Daher rerschwindet es aller« 

cfaigi, aber wie ^ , wenn If (17) s 1 , sonst wie eine fh Polstts 

^ 1 
ton — 

^{t. 40. Laplace leitet den Werth (a) ftlr F* an der oben er- 
wähnten Stelle ans seinem Integrale (5) ab. Nach dieser For- 
mel ist 

• äP"(«) «y ''(rp+cosy y«*— l)*d«p; 
' 

serlegt man da» Integral in eines von bis \n nnd von \n bis n, 
bringt das letatere darch die Sabstitation n— 9» f&r 9 auf die 

7* 
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Grenzen und ^n, führt endfich fkir sin'^^ die Verinderiiche s 
ein, 80 wird «P* gleich 

Im weiteren Verlaufe soll nur das erste Integral aosführlich nnter- 
sncht werden, da das zweite eine gleiche Behandlung gestattet; 
wir wollen auch, wie bei Laplace geschieht, nur den Fall xsseonO 
betrachten, den einzigen, welcher Schwierigkeiten darbietet. Da 
man das Besultat schon aas §• 39, (a) im allgemeineii kennt, so 
kommt es hier hauptsächlich darauf an, die Vonfige, welche die 
Untersuchung in der Integralform hat, nämlich die genauere Fest* 
Stellung des Fehlers, in's Auge zu fassen. 

Es ist also X = cosö, 0<ö<^, i^coBO+iünd, yop»— 1 « t sin0; 
setzt man 

a =: g y^r^^ s= 2sin«tf+tsin2ö, 
so ist der Grenzwerth flir n = oo von 



% 



aufzusuchen. Da die Norm, das Quadrat des ModuluSi von 1 — as 
gleich 1— 48in*d(i5— «*), also am grössten nämlich =1 für »ssO 
ist, so werden die Theile des Integrals, in denen » nahe an liegt, 
bei grossem n den Hauptbeitrag zu J liefern: man zerlege deshalb 

J in die Summe A-^-B, wo durch Ä das Integral von bis --- be- 

steichnet wird, wenn h eine beliebig grosse, aber von n unabhängige 

Grösse vorstellt; die Grenzen von B sind — und \. Den einsigen 

Beitrag zu J, der beachtet werden muss, liefert A, wie geseigt 
werden soll; zugleich wird dieser Beitrag gefunden. 

Um später die Untersuchung nicht weiter unterbrechen 
zu müssen betrachte man zuerst den nngefthren Werth von 
(1— os)*, wo Jlf(as) sicher unter %mO liegt, da «<i. Es wird 
log(l— as)"^s= 9log(l— o«); der log(l— os) ist in «ne convergente 

« * • • • • 

B^e entwickelbfur: 
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«•»• . a*»« 



— log (1— a») = a»+ -y- + -^+ etc. 

a) Die rechte Seite der Gleichnng bat offenbar einen posi- 
tiyen reellen Theil. Der M{ast) ist kleiner ak 1 und os hat einen 
poaitiTen reellen Theil dsin*^.«. Setzt man o* = p + qi, so ist 
1 — OS also S5 l—p'+qi; l—p nnd q sind beide kleiner als 1, also 
anch ihr Modulns. Daher wird 

l~as s r(coBq>+iBiugi) 

wo r < 1; und 

— log(l — a») = — logr — 5pi 

hat einen positiven reellen Theil , und dieser Theil ist gleich 

— logJII(l— 0»). 

b) Da (Jf(l-a»))* oder 

iV(l~a») = l--4sin«Ö(»-»«) 
(s. o.)i und da %—»* sein Maximum fUr issO, sein Minimum cos*0 
fbr « s- i erreicht; so nimmt der reelle Theil von ^log(l — an) 
mit « von « =: bis « =r ^ zu. 

c) Hat daher der Modulus von 1 — os an irgend einer Stelle 
einen um einen endlichen Werth von 1 verschiedenen Modulus^ 
so wird er f&r grössere » sich noch -mehr von 1 unterscheiden. 
Es wird also von diesem Werthe i» an bis i5=5^ immer log(l-— os) 
die Form haben 

log(l— a»)=— ^.— yt, 
wo fi positiv und angebbar ist, also 

(1— a»)" = «"•'^(cosy — isinqp). 
Unser Integral verschwindet also von diesem Werthe von % an 
bis X SS i genommen, wie eine —n** Fotens mit wachsendem fiy 
kann daher vernachlässigt werden, wenn wie hier geschehen soll 
nur Fehler beachtet werden, die wie negative Potenzen von n selbst 
verschwinden. «. 

d) Es wird sich zeigen, dass (1 — os)" einer endlichen Grenze 

zustrebt, wenn z zwischen nnd — liegt, wie gross auch h ist; 

dass es schon wie eine Exponentialgrösse, die im Exponenten 
eine Potenz von n enthält, verschwindet, also vernachlässigt werden 
kabn, wenn z die Form hat z » «n^*\ wo 6 beliebig klein ponthr^ 
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aber nicht Null und ebenso wie c von n unabhängig ist. In der 
That hat — nlog(l — aa) dann einen Werth, dessen Glied von 
höchster Ordnung nach n gleich ans d* h. 

asn^ =s «(2Bin*d+tsin29)fi^ 

wird^ dessen reeller Theil also positiv s=2fsin*&.n^ ist; die folgen^ 
den Glieder von der Ordnung «*~*, n*"^, etc. (A— 1 ist schon ne- 
gativ) nehmen schnell mit wachsendem n ab; und der ilf(l— mr)* 
hat als ungefähren Werth 

Es bleibt also nur noch der Fall 6 ss : in diesem setze man »ssJL 
wo y zwischen und h liegt. Dann ist, genau bis auf Glieder von 
der Ordnung — 

filog(l— c») = -^oy, 
also mit Vernachlässigung aller Glieder , welche n im Exponenten 
«ithalteu; 

Es wird schliesslich 



^-/''"-"'■Ä-' 



nach der Substitution « = -^ 

n 



ako bis auf Grrössen von der Ordnung fT^ exol. genau 

Nimmt man h immer grösser, so entsteht 

VnJ Vy ' an 



-f.. 



Aii-it 



2iisin(? ^2 

■o dais ma» nach Mnltiplication von /» mit e*^' de^ Weirtb 4ot 
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ersten der beiden Integrale erhält; deren Summe nP" giebt; das 
zweite g^t hierana durch Vertauschung von —0 mit d hervor. 
Behält man deshalb nach der Multiplication nur den doppelten 
reellen Theil bei, so findet man für iiP'*(co8&) die Formel (a) des 
vorigen Paragraphen. 

Auch Dirichlet's Integrale (§. 10) liefern dasselbe Resul- 
tat ftar P*(otnd% wie man durch nachfolgende Betrachtungen ein- 
sehen wird^ die der Verfasser kein Bedenken trägt hier mitcuthei- 
leui obgleich er sie einer inigedruckten Arbeit entnimmt; nämlich 
der Nachschrift eines Vortrages von Dirichlet über Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung; welche etwa aus dem Jahre 1837 her- 
stammen mag. 

Dirichlet betrachtet statt der von uns abgeleiteten Integrale 
für P"(cos0) allgemeinere; welche entstehen wenn man statt der 
— i**" Potenz von 1 — 2acosö+a* die — **• nach Potenzen von a 
entwickelt; wobei « <! 1 genommen wird. Indem wir ihm hierin 
folgen; suchen wir den Werth für n as oo von 

91 wjm ^ r^ cos niff cos siff dtp f*^ cosntp c os s(n—\l)) dtp 
"2* ""/ (2(cosV'— cosÖ))' */ (2 (cos ö — cos y))* 

auf; fü^ '# SS ^ ist ü=s P, Um das zweite Integral so umzuformen; 
dass es dem ersten ähnlicher wird; setze man darin d s ^— 17 und 
führe 9t — ^ für t^ ein: dann geht es in 

*^ cos nxff cos stp dtp 
J (2 (cos V^ — cos 1?))* 

über; so dass sich V aus vier Integralen derselben Form zusam- 
mensetzen lässt Macht man nämlich 

"*& (2 (cos V- cos Ö))* 
so wird 

JT « /(»+#,e)+J(n--*,ö)-f(-.ir (J(n-h*,i?)+/(«--^#,i»)). 
Betrachtet man eines ; z. B. das erste von diesen Integralen; s» 
wird der Theil der Function unter dem Integralzeichen am mebten 
z«tt Werthe des Ini^ala beitragen; für welchen V i^<^® C ist; 
setzt man deshalb tp ss d-^^, so wird 



(-•)•/ 
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oder wenn t eine kleine endliche Grösse bezeichnet, nahe 

/o • Ä.* r/ Äv ^f^cofiag>dq> , . ^ /•* sin »91/7? 
(2Bina) ^J(a, d) = cosaui 2LJL-}.ginaö/ ^^--^ • 

Macht man a s n>f « und a^^ \p, so verwandelt sieh die rechte 
Seite mit wachsendem n, durch die bekannten Formeln 



in 



-— - = sin-r(l--.), 

r 



ainipdw »* »^ - v 



so dass man erhält 

Hieraus folgt, wenn man im Nenner n Air n+s setzt, 






* (28JI1Ö) n 

addirt man hierzu (— l)'*mal den Werth, welcher durch Vertauschung 
von n — d mit d entsteht, so erhält man (/, und ftlr « ss ^ den 
Werth (o) des §. 39 ftlr P"(co8Öj. 

^ §. 41. Nach diesen Betrachtungen kehren wir zu den Un- 
tersuchungen des §. 17 zurUck. Es war dort durch nicht ganz 
strenge Schlüsse die Entwickeluug 

(a) . . . -^ = "J'(2n+l)P»(>-(y) 

gefunden; jedenfalls mnsste an jener Stelle y>l vorausgesetzt 
werden, da Q Air keine anderen y definirt war, ferner ^ < y, end- 
lich waren x und y reell. Es sollen jetzt die Bedingungen 
ermittelt werden, unter welchen die Gleichung (a) statt' 
findet. 
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Zmiicbst ersieht man aus §. 89 sogleidb , dass die Beihe (a) 
dirergirt, wenn iV(D ^ ^(v)\ man nehme deshalb an^ es sei 
*({) < Min), i. h. 

Durch die Integrale §. 7 und 23 transformire man das »'* Glied 
der Beihe (a) in 

* «/ / (y+co.i*|/yrnr "^^ 

•ommirt man eine endliche Anzahl von Gliedern , so darf unter 
dem Integrale summhrt werden, so dasa man hat: 

üt Integrale zwischen gehörigen Grenzen, d. h. und n oder co 
genommen. Die Summe 9ii4-i+9«+2+ctc. in infin. wird mit wach- 
sendem n beliebig klein (§.89); wenn auch die rechte Seite der 
Gleichung in dem Falle beliebig klein wird; dass dort die Summe 
nicht von bis n, sondern von n+1 bis oo erstreckt wird, so dttrfen 
daher beide Summen zugleich von n s bis n k oo genommen 
werden« Nun ist wegen der gleichen Zeichen von x und }fx^l 
sicher 

Jlf(a?+co8yy«^^)<Jlf(«+)/?=l), <*(!) 

Jf(y + cosi</^'=:i)>Jir(y + )^^=^), >Jf(i7); 
daher wird der Modulus der von {n+1) an genommenen Summe 

unter dem Integrale; wenn man m(—J ss ^ macht (wo C<11), 

kleiner als 

1 » 

«*(y+cost<|/p=l) .f/^'*+^^^- 

Die multiplicirende Summe ist bekanntlich eine endliche Grösse 

i(2fi+i)r = *, 

die mit wachsendem n verschwindet; also der Modulus des zu un* 
tersuchenden Integrals 



-j''^/ 



if(y+coa»i ya^i) 
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Dass hier das Integral nach t, also der ganze vorstehende Ansdradc 
endlich ist und dann natürlich wegen s mit wachsendem n yer- 

schwindet^ zeigt sich sofort; wenn costl in — aufgelöst, und 

der Grad des Nenners in Bezug auf e* beachtet wird. Es ist dann 
klar, dass das Integral nach t von einer Zahl h bis oo mit wachsen* 
dem k verschwindet; das Integral zwischen endlichen Grenzen 
und h einer nicht unendlich werdenden Function bleibt femer end- 
lieh; also auch das ganze Integral von bis 60. 

Der SatZ; welcher oben benutzt wurde, dass der Modulus eines 
Integrals einen kleineren Werth hat als das Integral des Modulus, 
ist eine uxmiittelbare Folge des andern, welcher schon im §.29 
ohne Beweis angewandt wurde, dass nämlich, wenn u und zwei 
beliebige Grössen vorstellen, 

M(u+f))<M(u)+M(f>). 
[Zum Beweise des Satzes mache man 

u == re*9y t> = ^e'V. 
Dann ist 

Jlf (i«+f>) s= y'r*+2r(»cos(<]p— t/^)+p* 
also <ir(ti)+Jlf(f9) d. h. <.r+Q, weil eine Seite des Dreiecks 
kleiner ist als die Summe der beiden andern.] Diese Formel anf 
unendlich viele Summanden angewandt, beweist den Hülftsatz. 

Wird berücksichtigt, dass 

SO kann man aus der Formel, welche nun die Summe der unend* 
liehen Reihe 5(2ii+l)P*(a?)Ö"(y), die in (a) vorkommt, giebt, die 
folgende 
(*)... A/^/"(y+coBt^^?=^+a:+cos^pl/S^) ; 

"0 (y+co8i<}^y*— 1— « — cosy]/«*— !)• 

ableiten, und es ist nur noch zu zeigen, dass dies Integral 
(y-«-«)''^ wird: in der That giebt die rechte Seite veü (a) de» 
Ausdruck (b), wie man sah, so oft 

BD oft also (6) ausgeführt (jr— »)"* giebt, ist (y— »)~^ in die 
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Seihe (a) entwickelbary mttOrlich (c) vorMsgesetet E$ wird nun 
laerst die Gleichheit unter der VoraosBetBimg ebeB reellen # 
und y bewiesen; wenn auBserdem x<,y und y>l gedacht wird; 
hierdurch vermeidet man lästige Untersuchungen über die Zeichen. 
Zweitent schlieast man ans dem Bestehen der Gleichheit im er« 
wihnten besonderen Falle auf das in dem allgemeinen. 

1) Es ist (§. 6) 

wenn 

ass y — x+conit.yy*—! 

gesetzt wird; hieraus folgt; z. B. durch Differentiation unter dem 
Integrale; 

nJ (a-6cos9>)« "" (ya«-6«)' 

1 /^ cosydy 6 ' 

«■y (a-6cos5p)* "^ Q/JJi— fti)» ' 

wenn man überall die reelle Grösse ^a*— 6* positiv nimmt. Das 
innere Integral in (fr), multiplicirt mit — ; ist dann 

(y+cosifT/p^l)'-! 

[y»-2a:y+l + 2(y-ar)cost(yy^^+cos*i<(y»-l)]* 

Macht man ^_ 

» = y+cosf<|/y*— 1, 

so ist der Ausdruck (6), nach i unbestimmt und noch nicht zwi- 
schen und oo integrirt; 

_ r (*«-i)<fe 

y (7l-2»aj+»')'yi-2Äy+»* 

1 yi— 2»y+»* 
y — a?yi-2»x+»» 
Setzt man für s die Grenzen co und y+^y*— 1, so wird wirklich 

erbalten. 
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S) Die Function unter dem Integrale in (fr) wird nur uaendlick 
wenn der Nenner verBchwindet; bleibt also endlich sobald (c) be- 
steht; y — x wird nur 0, wenn y = x, also auch bleibt end- 

y — — «r 

lieh; so lange x und y die Ungleichheit (c); Jf(|)< Jir(i|) erfüllen. 
Führt man statt a?, y, }''«•— 1, ^y*— 1 in die zu int^rireode Fnno^ 
tion I und 17 ein^ so entsteht links 

2 

rechts das Integral einer Function, deren Nenner^ mit Fortlassung 
constanter Factoren, das Quadrat von 

iycos*t^+^~*8in*il— |cos*^— |"*8in*5p 
ist; deren Zähler sich Ton diesem Ausdrucke nur im Zeichen von | 
unterscheidet. Diese Function ist offenbar monodrom nach | und ^ 
(nach X und y wäre sie nicht monodrom), als rationale Function 
derselben auch monogen (hat also, so lange M{S)<,M(^) die drei 
Eigenschaften, welche die Function, wenn sie für alle | und ti gel- 
ten, nach Cauchy synektisch machen). Ein Integral der Function 
nach Constanten in Bezug auf | und ^, hier fp und t zwischen 
endlichen Grenzen resp. und n, und h, ist daher gleichfalls 
endlich, monodrom, monogen. Da das Integral, wenn man es nach 
t von h bis 00 genommen hätte, mit wachsendem h verschwinden 
würde, so hätte man auch eine Function mit den genannten drei 
Eigenschaften erhalten, wenn man nach q> und I von bis resp. n 
und 00 integrirt hätte. Wir besitzen daher zwei Functionen von | 
und fj, nämlich (fr) und (y — x)"^, welche gleich sind, wenn x und y 
reell, a? < y, y > 1, d. h. wenn ti reell und > 1, | reell und > i 
oder scos^+fsind, wobei jedenfalls Jlf|<f7. Diese Functionen 
sind, so lange ilf(|)<;Jf(i7) bleibt endlich, monogen und monodrom: 
sie sind daher gleich für alle | und ti, so lange M{^)<M(fi). 

*§. 42. Das Integral von La place 

r{x) = — f\x+ü09g>yx^^yd9 ... 

ü 
zeigt, dass bei der Entwickelung von (ar+cos^yar*— 1)* nach Co- 
sinus der Vielfachen von g> in die endliche Beihe > 
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e^ + Ci 608^4*^1 coa29>+ otc. 
das Glied c^ gleich i^(tr) ist. Diese Entwickelung könnte man 
dadurch erhalten, daas (x + cos tp ^x^ — 1)* znerst nach Potenzen Ton 
cos 9 geordnet wird; and dass man dann die Potenzen von cos 91 
in Cosinns der Vielfache nach den bekannten Formeln umsetzt. 
Da n eine ganze Zahl vorstellt; so würde die Entwickelung nach 
den Potenzen noch unverändert fortbestehen, wenn für cos^ eine 
beliebige Grösse, z. B. der Cosinus eines imaginären Bogens ge- 
setzt wird; der Ausdruck der Potenzen von cos^ durch die Cosinus 
der Vielfachen bleibt in diesem Falle derselbe wie bei reellem q>f 
«od man findet daher, wenn V' und t reelle Grössen vorstellen und 
c die frühwen Constanten sind, 

(x + cos (^p— V - »0 y»— 1)* 
= <^» + <^iCos(v— V^— •0+<?t<5os2(9)— ^— iQ+etc. 

Hieraus folgt nach §. 10, indem die Beihe rechts nach Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von tp fortschreitet, 

(30) .., F^{x) =? -^^"^ (x+coB(q>''yj-it)^x^iydv, 

so dass in dem früheren Ausdrucke von P, wenn er auf die Gren- 
zen und 2n gebracht wird, die imaginäre Substitution ge- 
stattet ist, ohne dass dadurch die Grenzen sich ändern. 

Es soll nun untersucht werden, ob das Gleiche auch mit dem 
Integrale (19) Air Q, nachdem dort dio Grenzen und 00 in ^00 
und oc umgewandelt sind, d. h. mit 

d« Fäll ist: dass man t ohne die Grenzen nach t zu ändern mit 
l-f-ti vertauschen kann, wenn u eine reelle Constante vorstellt, ist 
ohne weiteres klar; es fragt sich nur, ob man t mit t+ipi vertau- 
schen darf wenn fp reell ist. Es wird deshalb das Integral 

' ' "loo (a:+cos(«-y)y^p^^)""*'* 
httraohtet^ px ermitteln bleibt, ob (a) von %pt unabhängig ist 

Zuerst fragt es sich, fbr welche yp auf einer Kreisperipherie. 
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der Nenner in (a) venchwiiidety das Integral also seine Bedentuog 
verliert Man betrachte annächst die besonderen FäUe: 

1) Es sei ^ reell and grösser als 1. Dann kann der 
Nenner 

N =B a:+cosilcos^yfl?^+sinilsinV'y»*--l 
nnr yerscliwinden (da sinil imagin&r wird; sobald nicht 1^0), 
wenn «s=0 und x+co^y^yx^—l = 0, oder wenn sinv^ = und 
x+cosifcosV^y«*— 1 s= 0. Der erste Fall kann nicht eintreten, 

weil V ^ . positiv und grösser als 1 ist; es bleibt also nur der 

zweite übrig. Für sin v^ » 0, mnss ^ ae oder n sein; ftkr ^ as 
wird a?+costtcosV^ya:*— 1 nie Null; wohl aber Air t^a>ii> natura 
lieh nicht für alle t, sondern ftlr ein der Art gewähltes, dass 

cost< SS , ' Tn diesem Falle hat man also dasBesultat: Wird 

der Winkel V' in iV festgehalten; während t alle Werthe von — oq. 
bis +0O erhält; so verschwindet N nur (für einen gewissen Werth 
von t), wenn %p genau ss+n ist Bezeichnet c eine beliebig kleine 
positive Grösse; so wird JV~ also endlich bleiben für alle Y^ 
zwischen —n+s über hinaus bis n — «. Der eingescho- 
bene Werth zeigt die Bichtung aU; in der %p wachsen darf« 

2) Es sei X rein imaginär ^iy, so nimmt —iN dieForm 

y4-cosilcosv^yy'+l+un«<sinV^yy*+l 
an; verschwindet also nur ffar sintlsin^sO* Fttr sin^^aeO kann 
— «iV nicht verschwinden; indem es sich auf y+cost^^y'+l redn- 
cirt; und |^y'+l schon >f; für I = aber reducirt es sich auf 
y+cosV^VyM-l; verschwindet also, wenn yß eben Werth %ff^ 
reicht; .der durch die Gleichung 



y?+r ya?*-l 

bestimmt wird. Nennt man den Werth ip^, welcher zwischen ^n 
und n liegt; so wird also N nur für ^^ und —% verschwinden, 
oder IT^ bleibt endlich für alle ^ von —V^^ +«•«&»>«: 
hanatts bis y«-^<i w^nn 
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und zweitens auch von y/^+t über 9i hinaus bis 2n^fp^—t. 

3) Es sei xtsscoB0, O<i0<.n, Alsdann verschwindet iV 
nur, wenn das imaginäre Glied 

«cos t(cost^ sind 
ansfUIt; also für V' = +in. Für jeden dieser zwei Werthe wird 
das üebrigbleibende 

cosö+sinÖ — 5 — 

Tarsehwiiideil; da «-*—«* alle Werthe von — « bis oo erhftit Es 
bl0ib4 also JY endlich von — «1«+* über bis in— <> 
nnd zweitens von in+€ über n bis -|^ — '• 

Man betrachte endlich den allgemeinen Fall, in dem x 
complex ist; und setze dazu, wie §.26; (a), indem man x positiv 
annimmt; 

4) X = rcosö+tYr^—lsinö; (— 4«<ö<i«), Dann wird 

X ry^r*—!— «sin Öcosö 

-fx^Zi "" r*— cos'ö 

Soll dieser Ausdruck gleich — cos(«t— V') sein, so müssen daher 
die zwei Gleichungen 

r 
sind cos d e* — «•' . 

erßdlt sein. Ein Werth \fj^ der ihnen genügt; liegt wie man aus 
dar ersten sieht; zwischta ^n und n; dieser heisse i^^; derselbe 
•Btspricht einem gewissen i, dem gleichen aber entgegengesetzten I 
«ilBpricht --V'«. Mehr Werthe existiren nicht; wie man sogleteh 
bttMrkt; wenn man die Eliminationsgleichung 

(6)... :V=L)_ii5:£^ = (,._cos.ö)« . 

^ ^ cos't^ sm'v* 

gebildet haly die allerdings vier Werthe ftir cos^ liefert;- von deneit 
aber aur einer negativ und kleiner ali 1 wird ^ der fol|^idfat alleiÄ 
den unqprttnglichea beiden Gleiehtutgen genllgt. Man hat als^ dae 



■j-^ i-s-= —cosi^cosip, 

•'~cos*ö ^' 
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§. 42; da. 



Resultat: iV-* bleibt endlich für alle tp von — ^0 + ' ">*• 
^o'^^f über hinaus; zweitens von ifßssyf^-^i bis 2fs— ^o— « 
über if hinansy wenn tp der zwischen ^fi und n liegende 
Bogen ist; welcher sich durch Auflösung von (6) ergiebt. 
Nachdem die Stellen bezeichnet worden sind^ an denen iV^^ 
unendlich wird, gehen wir zu dem zweiten Theile unserer 
Untersuchung über, und betrachten das Integral 

j^f * 

•/ (x+costry?^)*-»-* 

wenn über verschiedene Wege integrirt wird. 

Sind die beiden Funkte auf der Achse des Beeilen, welche 
die reellen Grössen -^h und +h darstellen A und B; die Punkte 



X A 



f 



-Ä 



r 



F 



D 



B X 



— A-f Y^ und A+¥^ ferner C und D (v^ bezeichnet eine reelle, po- 
sitive oder negative Grösse), so dass ABCD ein Rechteck ist: so 
wird J, auf reellem Wege von — & bis A genommen, also über 4A 
integrirt, gleich dem Integrale über die Peripherie ACDB genoon^ 
men, wenn innerhalb des Rechteckes der Nenner nicht verschwin* 
det. Die Bedingungen hierfür sind ad 1—4 angegeben. Das In- 
«egrd über ACDB zerfUlt in die Summe der drei über AC, CDi 
DA; im ersten durcUfinft I die Werihe 1« — ik+^ von y«c& 
bis yss^; im zweiten iss^fn+u voa «s— A bis tiasik; iai 
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dritten tszk+g>i von f) = ^ bis 9 = 0. Das Integral über den 
zweiten Weg CD (Kürzer angedeutet: J, CD) ist daher 

du 



=/ 



-Ä (a? + cos (•« — ip) ]^aj*— 1) 



ii+i ^ 



femer J, iiC 



•^ 



r 



^ (»+co8(«A+9»)y?=l) 



»+i 



endlich J, DB 



= .- ^ 



if 



Mit wachsendem h verschwinden J^ AC nnd J, DB, da die Nenner 
unendlich werden; sie würden auch noch verschwinden; wenn unser 
nrsprüngliches Integral J im Zähler noch eine ganze Function 
von cosi^ höchstens vom Grade n enthalten hätte. J, AB geht 
dann in 2Q*(x) über^ während J, CD sich in den Ausdruck (a) 
dieses Paragraphen verwandelt. Setzt man in (a) noch t+u für t, 
wo u nirgend eine reelle Constante bezeichnet, so hat man endlich 
das Resultat: 
;;Es ist 

di 



/OD 



COS (t 1+ tii — v') y^^^^)""*"* 

von if und yß unabhängig, also ss:2Q^(x) wenn yß im Intervalle 
von — V^o+* ^^^^ ^'^^ Vo""' bleibt, wo xp^ einen positiven Win- 
kel bezeichnet, der nicht unter -^n liegt, und ad 1 gleich n. 



X 



ad 3 gleich ^n^ ad 2 durch die Gleichungen cosV^^ =^ — , , 

ya;*— 1 

^n<zyf^<ftf ad 4 durch (6) und \n<,%ff<Cn gegeben wird." 

Wäre yf grösser als xp^ genommen, nämlich zwischen xp^ und 
und ^n-'Xp^j wodurch, mit dem früheren Falle verbunden, jede 
Lage von %p in den vier Quadranten umfasst wird, so würde man 
dieselbe Betrachtung für das Rechteck CEFD angestellt haben, des- 
sen Eckpunkte E und F die Punkte ^h+ni, h+ni darstellen. 
Man hätte dann gefunden, dass (31) von rp unabhängig ist, insofern 
man Werthe dafür nimmt, die dem Rechtecke CDEF angehören, 
kann also is für ^^ setzen. Berücksichtigt man nocb dass (p. 63, fr) 

Beine, Handbuch d. KugelAuicüonen. g 
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;/* ^f ^, =g"(a?)+i^K(a;), 

M.» (a;~-co8tf>/^r:i)"+' vr w-r W. 

wenn man nur den Fall x reell und > 1 ausscLliesst, der aber hier 
nicht zur Anwendung kommt, weil für ihn Vo gleich n wird, so findet 
man folgenden Ergänzungssatz: 

jjLiegt aber t/f zwischen Vo + * "^^ ^^ — V'o ^*' ^^ wird, wenn 
X positiv ist, (war a; = cosö so ist das Zeichen beliebig) dag In- 
tegral (31) gleich 

2Q''{x)+2%nT^{xy 

Anmerk. Auf ähnliche Art zeigt man, mit Hülfe obiger An- 
deutungen für diesen Fall, dass 

/^^ G(cos(f<+ttf-V^))rf< 

je nachdem die erste oder zweite Grenze für ^ stattfindet, gleich 

/'" G(cosit)dt 

^ (a:±cost<}/^^^)"+* 
wird, wenn G(z) eine ganze Function von » vom höchstens «'**" 
Grade vorstellt. Hat man statt einer ganzen Function G eine 
rationale, so wird man die entsprechenden Sätze leicht aufstellen. 
Beispiele. Man setze in diesen Formeln n = 0, und ver- 
gleiche §. 38. In den dort angegebenen besonderen Fällen für 

dt 



/3D 
a 



—OD 



;+6cosi< 

ist ad 1, X reell und > 1 ; ad 2, x rein imaginär, ad 3, x reell und 
<1. Ist also a reell positiv, so wird, wenn wie ad 1 die Grösse b 
reell positiv und <a: 

dt 



/OD 
- 
a 



}^a* 



+6cos(t<+»M — 1^) 
-6« ^\a-ya'-b*J 



ausgenommen wenn man y/ gerade = ^n gesetzt hat. Han findet 
ad 2, wenn b reell positiv und >> a, 

"^^yÄ^^'^'^^-i^' (0<arc<i«), 
für alle ip bis %, wo costp^ =s —-r-; liegt aber %p Bwischeii v« 
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nnd 2 « — ^^ , so ist die rechte Seite nm . zu vermehren. 

Den dritten besondern Fall, so wie den allgemeinsten übergehen 
wir hier um die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, und 
verfolgen nur den zweiten weiter, der ein Resultat liefert, welches 
später benutzt werden soll. Macht man nämlich aea i4, bcosipssB, 
ftsintp 3s C, so wird 

(31, o).../" '^^ 



— 00 



A+BcoBit+CBmit ' 



wenn A, B, C reell, und A, B*+C^—A^ und A-^-B positiv sind, 

2 A 

= -===== arc cotg , (0 ■< arc <,in): 

« 

ist aber A+B negativ, dasselbe vermehrt um 

2n 

Die Integration von (31, a) im allgemeinsten Falle, wenn A, B, C 
beliebig reell oder imaginär sind, wird sich immer auf die Behande- 
lung von K für ein bestimmtes a, b, \p und u, also (indem der 
Werth von u gleichgültig ist, der von ^ nur in sofern eine Bolle 
spielt, als man wissen muss, ob er über oder unter ^^ liegt), auf 

dt 



f 



—00 



a+frcosif 

oder endlich auf die Function Q^{x) zurückftlhren lassen, deren 
Werth man §. 38, d findet 

Dass die imaginäre Substitution in 0" gestattet ist, hat der 
Verfasser im 42sten Bande*) des Cr eile' sehen Journals p. 73 mit- 
getheilt. 

Vierte« Kapitel. 

Zugeordnete Functionen erster Art. 

§. 43. Es ist schon erwähnt worden, dass sich aus der Glei- 
chung (5) schliessen lässt, es müsse in der Entwickelung von ' 

(a;+ cos y ]/«*—!)* 

*) Theorie der Annehimg eines Ellipsoids. 

8* 
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nach Cosinus der Vielfachen von tp das von g> unabhängige Olied 
F^(x) sein; man kann hinzufligen; dass nach (6) das Gleiche Ton 

{x + cos ^ya?"— 1)"""* 
gelten muss. Es sollen nun diese Reihen wirklich hergestellt wer- 
den ^ wobei wir uns, unseren Zwecken entsprechend n ganz (und 
positiv) denken; nimmt man fbr n eine gebrochene Zahl, so wird 
nichts wesentliches geändert; und Einiges im §. 46 sogar einfacher. 
Die Resultate Air diesen Fall kann man nach den Andeutungen im 
Folgenden aus unseren Formeln ablesen. 

Man bringe rc+cos^ya?'— 1 in die Form 

oder 

Entwickelt man die n^^ Potenz nach dem Taylor'schen Lehrsatze, 

und macht zur Abkürzung 

» = (x«-l)-, 

80 wird erhalten: 

(a) ... 2*(a?+ cosyi^«^)" « 

n{fi) cte" '*"/Z(»+l) ifa--»-^ + ®*^' "•"11(2») ite»- 
so dass die m^^^ Glieder, welche untereinander stehen 



il(n+ m) cfcc*+~' JZ(»— I») €te*-" 
sind. Die linke Seite der Gleichung ist reell; dasselbe muss daher 
von der rechten Seite gelten, die % verbunden mit den Sinus der 
Vielfachen von q> enthält: diese Sinus heben sich daher fort. Zu 
sinfiKp tragen nur die beiden oben neben einander gestellten Glie- 
der bei, indem 

»- = (|/i^l )- 6-^> «""• = (|/i^^)"" e— '> ; 
soll sinmip fortfallen, so besteht also für jedes ifi die Gleichung: 

^ -'••• JI(n+i«) <to'+- ~JI(»-ii») <te-" ' 
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Diese schone, von Jacob! *) zuerst gegebene Formel 
verwandelt die Beihe (a) in die folgende: 

(33) . • . 2« (a?+ cos 5p y'a?*— 1)* = 

in welcher nach (32) unter dem Summenzeichen auch m mit — m 
vertauscht werden darf. 

Das erste Glied dieser Beihe ist, wie man aus (3) ersieh t, 
2*F^{x)] die folgenden enthalten höhere Differentialquotienten von 
{x* — !)• als den n**". Bildet man allgemein den p**" Differential- 
quotienten von (ic'— 1)*, wie §. 5 der n** gebildet wurde, so er- 

giebt sich 

J7(2n~p)d^(a;^-1)* ^ 
n(2n) dof 

^.^p ^ (^^-P) (2n-p-J)^,,,,,. (2n-p) . . . (2n-p~3) _ 

2(2n— 1) ^ 2.4(2»-l)(2»-3) 

Um dies auf die Ausdrücke anzuwenden, welche in (33) vorkom- 
men, mache man, wenn m'^n*, 

(34)... ^» = 

<---_ («-w)(«-m-l) ., (>i-m)(it-m-l)(n-m-2)(n-w-3) ^^ 
. 2(2n-l) ^ 2.4{2«-l)(2n-3) 

es mag m positiv oder negativ sein; ferner setze man 

(34, a)... p:(x) = (y^'^r $», 

wobei es erlaubt sein wird, wenn keine Zweideutigkeit entsteht, 
die oberen oder unteren Indices fortzulassen. Durch die einge- 
führten Grössen drücken sich die hier vorkommenden Stücke in 
folgender Art aus: 

femer sagt (32): 

(«»-i)-ip:(«) = r,(«) 

oder 

(32,a) ... J^(a?)=rrja:), (ifi^n). 

*) Crelle, Joiuntl f. Math. Bd. II 8. 225: Ueber eine besondere Gsttong etc. 
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Ausserdem wird . 

endlich auch; — um die häufig wiederkehrenden Formeln dieser Art 
zusammenzustellen — 

{yx^mr drp\x) 1 pn .. 

1.3...(2«— 1) daf" n(n — m)"'^^' 

Es nimmt nun die Gleichung (33) die Form an 

(33, a)... ^^j^(a;+co8 9>}/i^=l)":s= 



n(n)n(n) ' „,=:i/T(n+w)jr(n — w) 
Die vorstehende Entwickelung verschafft auch einen Integral- 
ausdruck flir P^ vermittelst des Satzes über die CoefHcienten- 
Bestimmung trigonometrischer Reihen im §. 10. Es crgiebt sich 
dadurch 

— / (iP+cos^pl^ic'— l)*coswwpdqp, 

ein Integral; welches dem von Laplace flir P^ entspricht. 

Die Function Pi soll als Zugeordnete erster Art einge* 
fllhrt werden. Man wird an späteren Stellen sehen^ dass dieselbe 
schon von Eni er und Legendre ausführlich behandelt wor- 
den ist; ihre Darstellung durch die Entwickelung der Potenz 
(ar-fcosf/ya?' — l)* und die daraus folgenden Gleichungen hat der 
Verfasser*) zuerst mitgetheilt; hat übrigens diese Entwickelungen 
später in einem älteren Manuscripte von Jacobi gefunden, welches 
auch schon Neumann's Integral (24) enthält. Die Bezeichnung 
durch 'den Buchstaben P mit zwei Indices ist von Gauss ge- 
wählt**); um zur Abkürzung den einen oder den anderen Index 
fortlassen zu können^ zog der. Verfasser vor^ sie nicht neben einan- 
der zu stellen; wie er es früher, nach Gauss that; sondern den 



*) Diflsertatio inanguralis, 184S, §.7 — 8. 

**) Resnltate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, 
Leipzig 1889: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus, §.18. 
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* 
einen znm oberen den anderen zum unteren Index zu machen. Da 

hier a? nicht nur Werthe annimmt, die <C 1 sind, so war es, nach 
unsem Festsetzungen über das Zeichen von ix^—l geboten, hier 
P* zu nennen, was bei Gauss (+t)"*P*'** sein würde. 

Endlich muB8 noch erwähnt werden, dass Neumann im 37***" 
Bande des Cr eil eschen Journals für diese Functionen zwar die- 
selben Buchstaben beibehält, dass sein P sich aber von dem unsri- 
sren um einen numerischen Factor unterscheidet. Da in mehreren 
Arbeiten über mathematische Physik die Bezeichnung von Neu- 
mann benutzt wird, so ist die Bemerkung erforderlich, dass bei 
ihm P„,o unser P*, sein Pn,m{x) unser 

giebt. 

[*?Was bei den Q über Einführung einer Grösse | gesagt ist, 
kann auch hier benutzt werden, und man kann 

/ (^+ r* + cos<3p(| — r*))" cos m(pdq> 
'ü 
gleich 

Jl(n+m)n(n—m) ""^^^ 
setzen; ist dann |+|"^ = 2a;, so stimmt P(x) mit P[i] überein so 
lange Jlf(|)>>l, ferner wenn ^f (|) = 1 und der imaginäre Theil 
von I positiv ist; in allen übrigen Fällen ist offenbar 

p:(«)=(-iri^[S].] 

Besondere Fälle. Für a? = 1 verschwinden sämmtlichePi 
mit Ausnahme von »i = 0; da nämlich P*(l) = 1, so wird 

Pi verschwindet in allen übrigen Fällen nach (34, a) sicher, da 
^m(x) eine endliche Beihe, daher für o? = 1 endlich ist. Es bleibt 

also sogar noch 

(x'^l)'^"' Pl{x) 

endlich für o? = 1. 

Betrachtet man o; = als Grenze eines reellen oder positiv 
imaginären x, so wird nach unseren Festsetzungen ]/«•— 1 flir 
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0? = 0; i nnd wie man aus (35) sieht PZ(p)ssO wenn n^m un- 
gerade ist. Auch in den übrigen Fällen giebt dieselbe Formel den 
Werth fUr P(0); es wird nämlich das Integral in (35), dann 



also 



""V ^^^^^^^^^g^^^^ 2,4..,(n+m).2:4...(n-^m) 

p»/n\ — ** 1.3..,(»+fii — l).1.3...(ii — tn — 1) 
^"•^"^ "~ * 1.3.5...(2n-l) ' 



wenn n — tn gerade ist, sonst 0. 

§. 44. Es bleibt noch die — (n + 1)*« Potenz des Aus- 
drucks (a:+cos<jpVa?'— 1), den wir mit r bezeichnen wollen, zu 
entwickeln, nachdem die n*® Potenz im vorigen Paragraphen unter- 
sucht ist; es wird hierbei x positiv gedacht. Behält man 
die Bezeichnung des §.43 bei, so ist 

und es handelt sich um die Entwickelung von (2»)* '***((a;+Ä)*—l )"*"*, 
also von ((a. + ;s)'— 1)"""* 

nach Potenzen von ». Die Grösse, welche zu der negativen Potenz 
zu erheben ist, verschwindet für » = 1— a? und für »=— 1 — x; 
es existirt aber ein allgemeiner Satz, nach welchem jede rationale 
Function f(i) von» (allgemeiner jede monogene, raonodrome Func- 
tion), die ferner fUr keinen Werth von s unendlich wird dessen 
Modulus kleiner als eine gegebene reelle Grösse a ist, — sich ftkr 
alle », deren Modulus <.a ist, nach aufsteigenden Potenzen von z 
entwickeln lässt. Wird ^(») nicht unendlich, sobald M(a)>by so 
ist f(z) nach absteigenden « entwickelbar, wenn Jlf(») >b; bleibt 
f(si) endlich, so lange a <C M(z) <Z ft, so ist f(z) nach auf- und ab- 
steigenden 15 entwickelbar, so lange » so beschaffen ist, dass sein Mo- 
dulus zwischen a und 6 liegt. In unserem Falle, wo »ss^9'^x* — 1 
und q> einen reellen Winkel vorstellt, ist Jf(») = Jlf(ya:*— 1); die 
zu entwickelnde Function wird nur für a s= +1 — x unendlich, also 
nur {iXr M(z) = M{x+1), und Jlf(yx*— 1) liegt zwischen M{x+1) 
und Jlf(a?— 1), weil 
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Da eine von den rechten Seiten im Allgemeinen nicht 1 sein wird^ 
sondern ^ 1 , so ist die andere ^ 1 y also liegt wirklich M{%) f&r 
die Wertbe, die % hier annehmen kann, zwischen den Modnln 
M{ix—i) Ä a und Jlf(|/a?+l) ä b. Es folgt daraus, dass 

nach auf- und absteigenden Potenzen von % entwickelbar ist. 
Ausgenommen würden nur die Fälle sein, in denen 

setzt man x^u+idx, so würde dann 

(ti-l)«+t)» = (ti+l)«+©« 
also « SS oder x rein imaginär (im besondem Falle 0) sdn. Wenn 
also X rein imaginär ist, so kann die Potenz nicht mehr nach auf- 
und absteigenden s entwickelt werden. 

Dies genügt für die wichtigeren von den folgenden Unter- 
suchungen. Man berücksichtige noch den Fall, wo tp eine com- 
pleze Grösse vorstellt, die man dann in einen reellen und imagi- 
nären Theil q>''ity (wo unbeschadet der Allgemeinheit I positiv 
gedacht wird, da hier nur cos(qp — i<) vorkommt, und das Zdchen 
von 9 keine Bolle spielt), aufldse. Dadurch wird 

es bleibt also M(%) zwischen M'^x+1 und M^x—lj so lange zugleich 



fx+1 
Ist My r = 1, also x rein imaginär, so kann daher von einer Ent- 

■ SP ^"^ JL 

Wickelung nicht die Bede sein ; ist aber die grössere der bei- 

den Grössen Jf^Cy-^T) '»od ^^yj'-'T^Jf «»d ^ie»ö wt offenbar 

Jf^l/— ^\ gleich 6 so gilt die Entwickelung nach auf- und ab- 
steigenden Potenzen so lange als e* < b, oder von I s bis 
I s logb ezcl. 

Nimmt man t noch grösser, so vrird M(9) immer ^-Mj/m+l, 
die Potenz also nach absteigenden Potenzen von z entwickelbar 
sein. Fasst man alles zusammen, so hat man folgendes Besultat: 
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1) Es Bei X positiv und nicht rein imaginär; und 

jyf y j gleich 6 (wo 6 reell und grösser als 1); setzt man 

dann (( positiv) 

so lässt sich 

((a»+*)«-i)— * 

so lange t zwischen incl. und log& excl. liegt; in eine 
nach is auf- und absteigende Reihe entwickeln; ist^ noch 
grösser in eine absteigende. 

2) Ist aber x rein imaginär^ so lässt sich die ge- 
nannte Grösse für jedes positive i nach absteigenden s 
entwickeln. Der Fall 1 = ist hier auszuschliessen; in 
welchem ftlr ein 5p sicher (aj+»)* — 1 verschwindet. 

Um die späteren Entwickelungen nicht zu unterbrechen; soll 
sogleich an dieser Stelle über die Einheit der Entwickelung einer 
Function /*(») nach Potenzen von ä gehandelt werden. Man weisS; 
dass eine Entwickelung nach auf- oder nach absteigenden % nur 
auf eine Art möglich ist; da der Verfasser nicht ausdrücklich er- 
wähnt fand; dass das Gleiche auch ftlr Entwickelnngen nach auf- 
und absteigenden » gilt; so soll es hier bewiesen werden. 

Man setze 

f{z) = Cjj+Cja-f-c,a»+etc. 

-f ft^ s*"^ -f> ft, »-^ -h etc. , 
und es gelte diese Gleichung für alle Werthe von % die einen be- 
stimmten Modulas Q besitzen; alsO; wenn 2 = gefv gemacht ist; von 
9» p= big 9) 3& 2n. Dann zerfullt ({;&) in die Summe der beiden 
Beihen 

^o+(^iP+*i?"^)cosr/;+(c,e'-h*,p"^)cos2y-t-etc.; 

t((Cjß — *,p-*)sin<jp-J-(Cjp'— Ä,^-^)sin2y+etc.), 
wo die c imd k imaginär sein können. Es sei zunächst f{%) ss 0; 
da durch Vertauschung von q> mit — fp die Summe der Beihen in 
ihre Differenz übergeht; so muss jede für sich verschwinden , also 
fbr jedes ganze m 

Cm^ + kfBQ^"^ = 0, 
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also jedes c und k gleich sein. Es lässt sich daher in eine 
Beihe solcher Form nur auf eine Art enturickeln, indem nämlich 
alle o und k verschwinden. 

Hieraus folgt unmittelbar^ wenn eine solche Entwickeluag einer 
Function F(a) gegeben ist, die wenigstens für alle » gilt^ deren 
Modulus eine bestimmte Grösse g wird^ 

F(z>) = a^+a^»+a^z*+ etc. 

+ 6j »"•* + 6, z^'^ + etc. , 

jede andere für dieselben z geltende 

+ Äj»-*+*,»-^+etc. 
mit ihr identisch sein muss. Denn die Differenz beider Entwicke* 
lungeu, welche sicher sein muss, hat zu Coefficienten die (s. o.) 
verschwindenden Grössen 

Ä,— fcj, J?j — 6,, etc, 
Anmerk. Ist flir ein bestimmtes x und ( im ersten Theilo 
des Satzes die Entwickelung nach auf- und absteigenden « möglich; 
so gilt sie noch für dasselbe t nnd x ss l^ weil dann b sa oo, also 
die erlaubten Grenzen für ( weiter werden; ist im Falle. (1) oder 
(2) für ein x und t die Entwickelung nach absteigenden i erlaubt; 
so gilt dasselbe bei dem gleichen t und xssQ^ da dann & == 1 ist; 
also jedes positive t die Bedingung t > log 6 erfüllt. 

§. 45. Wir gehen nun zu der Entwickelung von r^»-* (s» §.44) 

über; und nehmen an; dass der reelle Theil von x positiv ist; 

schllessen also den Fall eines rein imaginären x aus. Entwickelt man 

danu; wie es erlaubt ist; nach auf- und absteigenden z, so erhält man 

(a) . . . {x+ cos^) y«^^)~""* = (2ny"^\(x+zy-iy^ 

_ ,+1 caÄ-— *+a^»-»-HaiÄ~*"^ + etc.] 

( +ö-iÄ~" + a-2 »"■"+*+ etc. I 

Würde man die Multiplication mit s"'^* ausführen und für z seinen 

Werth ya?'— l.e'V setzen; so würde die Keihe auf der rechten Seite 

von (a) eine trigonometrische werden; in welcher das von (p un^ 

abhängige Glied a ist: es muss daher a gleich 

dg> 



I— I 



— f 



a?-t-cosy }/a;'— 1) 



n-^lf 
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d. h. es mnsg 

a = F^(x) 

Bein. Ferner ist klar, dass die Summe Bämuilicher Qlieder, welche 

den Sinus eines Vielfachen von f>, sinm^p enthalten ^ verschwindeti 

dass also 

Die rechte Seite von (a) hat also die Form 



(6) ... I^(x)+2i; rT^\m cosifiy; 

mszi (yo?*— l; 

die Summe zerlege man in eine von m s= 1 bis m = n, und eine 
▼on ifiasn-l-l bis co, und betrachte zun&chst den ersten Theil, 
der bei den meisten Untersuchungen die Hauptrolle spielt, nachher 
den zweiten Theil. 

Um die Coefficienten a« des ersten Theiles zu bestimmen, 
(0 <[ if» ^ n\ betrachte man die Glieder in der Parenthese von (a), 
deren Summe durch 

dargestellt wird; daher muss die Summe, in mal nach x differentiirt 
dasselbe geben, wie dieselbe mmal nach « differentiirt, und nach 
Ausführung der ersten Operation muss (§.44) mit jeder Potenz 
von » in den neuen Beihen dasselbe multiplicirt sein, wie nach 
Ausführung der zweiten. Nach der ersten Operation ist der Factor 

von »"*"* gleich 

jr(a) dTP'ix) 

<te* da?" 

nach der zweiten 

(-l)-(n-i»+l)(«-«+2)...na., » (_i)-^^j^^«_; 
68 ist also 

und nach §. 43 

Berücksichtigt man noch das Verhältniss voii jP* zu l^; so findet 
man endlich 



§•45, 86. I. Theil. Vierte« Kapitel. 126 



1=1 

wenn Z nur Cosinus höherer Vielfache Ton g> als des n*** entbttlt, 
tuid genau 

1.2... 11 -««+1 (y^i^^)"* ^^ 

ist 

Um der Vollständigkeit halber noch die Glieder sn entwickeln; 

welche Z angehören bemerke man zuerst; dass auch Ar m>n, 

, , , ~- verschwindet wenn x^l c^esetzt wird: in diesem Falle 

wird niunlich die linke Seite von (36) unabhängig von tp. Ferner 
wende man das obige Verfahren auf die Glieder der Parenthese in 
(a) mit positivem Index an, und betrachte den Theil derselben 

a,»-'«-^ + a,+i»-^«-^ + ii»+t »-'•-' + etc. 
ans welchem folgt, dass 

-(2n+l)a, = ^, -(2n + 2)a.+i = -^, etc. 

also 

^^ = (-l/'(2n+ l){2ii+2) . . . (2ii+p)a. 

ist; wie gross positiv auch die ganze Zahl p sei. Berücksichtigt man 
(p. 117) dass K{x) s (}^a?*— l)", femer die obige Bemerkang über 
die Werthe von 0« für d? ss 1 ^ so entsteht 

a> = (-1)- . ixr?^^'(**-i)* 

«.+P = (-1)-+'. j-|d2^).(2„+i)y v-i)"*«' 

1 

wenn <£r^ eine pfache Integration andeutet, und jedesmal von a? = 1 
an integrirt wird. Man findet daher 

(36,.)...Z=gi5_^_(-irjM.c.y%>-.)-*.-. 
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Das hiei' vorkommende vielfache Integral Iftsat sich durch eine 

X 1 

Reihe ausdrücken; wenn —^ — = y gesetzt wird; dadurch verwan- 

delt es sich in 

(c) 2"+y Vci+ff)"«'»'-" = 

die an der gehörigen Stelle von selbst abbricht. Setzt man also 
fUr f» > II, — g— = y ^"<i 

• (36,6)... lC(:r)-^-^|X^F(-„,-«-„,-2„,-|), 

80 wird 

Z = 2** (- 1)"'P: (a?) cosmqp. 

[Man bemerke an dieser Stelle dass t^ix) für y= —1, also 
für ^ =s — 1 unendlich wird; es entsteht nämlich der Zähler der 
rechten Seite von (36; 6) durch wiederholte Integration einer in 
den Grenzen ihr Zeichen nicht ändernden Function 

verschwindet also nicht; während für y ^ *-l der Nenner gleich 

Null ist. Es wird hier ganz davon abgesehen; dass PI durch Ent- 

wickelnng von 

(a?+ cos y l^aj*— l)""""^ 

eingeführt wurde; bei der man übrigens x positiv annahm; wir 

reden vom Werthe des Ausdrucks (36,6).] 

Noch eine zweite Form lässt sich für Om wenn m>n aufstel* 
len, indem man den Theil 

Ö-II-.1 + ö- »-2 » + a-«-3 »' + etc. 
von der Parenthese in (a) wie oben behandelt; dadnrch entsteht 

oder 

^ _Ü±£±! -. ^ ( ^"^^ " N 
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und durch Vergleichuiig mit den früheren Wertften tob ^-^p-^ii 

1 
JI(2n+l)(a?*-l) 



'Ehr £^.((-'-')-"/'<''-')-'^> 



JI(OT + «)iT(m 

i 
Die Entwickelungen dlcse3 Paragraphen rühren von Jacohi 

her, der sie in der früher schon erwälmten Arheit •) gegeben hat, 

welche den Ausgangspunkt für eine neue Beliandelang der Kugel* 

fanctionen bildet. Die hier am Schhiss gegebene Gleichung, welche 

die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Formen der a enthält, 

hätte, wie wohl mit etwas weitläufigerer Rechnung, aus den He- 

trachtungeu des §. 34 und 35 hergeleitet werden können. 

Würde man x mit entgegengesetzten Zeichen genommen ha- 
ben, so hätte, weil dann im Allgemeinen }^x^ — 1 gleichfalls da« 
entgegengesetzte Zeichen erhält, die rechte Seite von (86) mit 
(—1)*'*'* multiplicirt und für x sein positiver Werth gesetzt wer- 
den müssen ; wäre aber x = cos 0, wo ^a;*— 1 gleich i sin d gesetzt 
werden soll, so hätte man flir J^<ö<^ noch (p mit n — (p zu 
vertauschen. Es kann deshalb von hier an in den allgemeinen 
Formehl immer ohne Nachtheil das positive Zeicheu von x ange- 
nommen werden. 

Die Formeln (36) gelten noch, wenn auf beiden Sei- 
ten ^ — it für fp gesetzt wird, wenn nur t kleiner ist als 

^W/S)- (M- ^«rgl. §. 440 

*§. 46. Der vorige Paragraph liefert aber nicht mehr eine 
Entwickelung von 

(x + cos {(p — it) ya?'— l)"""* 
wenn t die genannte Grenze überschreitet oder wenn die Bedin* 
gungen des zweiten Falles in §. 44 eintreten. Um die neue Reihe 
zu erhalten, die wieder in doppelter Form auftreten wird, setze 
man zuerst 

(a) . . . (a? + cos((p-iOl/^^^^)^*~' = (2Ä)*+'((a?+»)«^l)"""\ 

(« = ]/i^le*+'^); 

*) Grolle, Journal f. Math. Bd. XXVI: Ucber die Entwiokeliiiig etc. S.88. 
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dann g^ebt (a) «ine Entwickelnng von der Form 

2«+*»»+* (a»-»— « + a, »-»—5 + a. »-»—♦+ etc-) , 
wo offenbar a = 1 , und nach dem Master der vorigen Paragraphen 

-(2»+2)a = g, -(2n+3)a, =g?, etc. 

gefanden wird. Da für xr = die Entwickelang noch gelten moM 
(Anmerk. des §. 44) , so wird flir ^ s 

aal, ojiss-^, a^=s jp-^ , etc. 

a^ rs a, SS a^ s= etc. = 
also a SS 1, 01 s= -^{2n+2)/dx, etc., allgemein 

d. h. Om ist eine ganze Function von x vom Orade m und von 

der Form 

a^ SS csc*+Cj|«"*~*+c^af*-*+etc., 

so beschaffen, dass der m% (m— 2)% (m — 4)^* etc. Differential* 
qnotient nach x ßlr xssO sich in (— l}*/7(2fi+m+l) maltiplicirt 
resp. mit 

1 n+1 1 (n+l)(ii+2) 1 

n(2ji+l)' 1 'iZ(2ii+3)' 1.2 *n(2n+6) ' 

verwandelt Daher wird 

. jr(2«»+m+l) / 
"■ ^ ' Xr(2ii+l)JT(m) V. ^ 

2(2«+3) ^ 2.4(2«+3)(2n+6) ■r'»«-^ 

Fuhrt man also, entsprechend den ^, eine Function O durch die 

Gleichung 

(37)... OK.)»« .+ (-±!I^m^l^^^~., 

(«+m+l)(ii+w+2)(«+m+3)(n+w+4) __,_». 
■^ 2.4(2n+3)(2ii+6) "*" "* 

mn, es mag m positiv oder negativ sein, (nur muss wegen der Con- 
vergenz so lange — n— m— 1 negativ ist, x>l werden), so entsteht 

" ^ ^' n{2n+l)n(m) ^^— »W' 
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und die Entwickelung 

^^'^' ^^ ■ ' * 2-+^(a?+ co8(y - «) ya?*-l)"-^* 

(2n+2)(2n+3) ^ ,-(>.3)(..,,V) ^ 

^ 1.2 (yiriT)-+^ ^-^^ ' 

Eine zweite Entwickelung derselben Grösse erhält man; in- 
dem man 

macht; und nach aufsteigenden ^ ordnet; wodurch eine Beihe ent- 
steht; die nach absteigenden « fortschreitet Es wird dann dieselbe 
Grösse; welche auf der linken Seite von (37; a) befindlich ist 

Setst man nun Air ^ seinen Werth , und vergleicht das, was 

in die gleichen Potenzen von s multiplicirt ist; so findet man als 
Factor von »-»-"»-i in der ersten Reihe o«, in der zweiten 

if tl ?L-(aj«--l)— \ 

n(fn) rfx-^ ^ 

Entwickelt man (x^—l)"^"^ in eine Beihe und differentiirt diese 

mfach; so verwandelt sich vorstehender Ausdruck in 

. (-irJI(2n+m+l) ^, , ,+«+1 

JT(m)JI(2n+l) Q-^--H^(^)'t^ -1) ' 

so dasB als Resultat der Vergleichung beider Entwickelungen un- 
serer — («+1)**" Potenz entsteht 

(37, b) ... OlpCa:) = Sy'p(x).{x'^lf, 
vorläufig wenn p>n; später zeigt sich; dass diese Gleichung, 
welche der auf §.117 für $ entspricht, noch gilt, wenn auch p^n, 
(Man vergl. noch §. 50 und 51, p. 141.) 

§. 47. Die Formel (35) gab so lange m<n, fUr PI einen 
Ausdruck durch ein Integral; einen zweiten liefert (36), da auch 

Heioe, BftDdbucb d. KugelftiocUooen. 9 
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in dieser die PZ als Coefficienten einer trigonometrischen Keilie 
auftreten; durch Gleichsetzen derselben entsteht eine Beziehung, 
die als Erweiterung der Formel (6) angesehen werden kann, welche 
die Doppelform für P* enthielt. Man fiädet nämlich sogleich 

(38) ... 2nP:{x) = 2,, -^(^-I^J^(^--^y ' \x+con(p^x^l)\oBmg>dip 

^ . «1.2... n /*^^ cosmydy 

mit den Bedingungen m'^n^ und dass der reelle Theil von x po- 
sitiv; nicht sei. Ist m> n, so hat man nur einen Ausdruck für 
PZ, der wegen einer Anwendung auf einen speciellen Fall hier 
noch besonders angeführt werden soll ; aus (36, a) folgt nämlich 



(88 



„N • pv^\ _ (-1)' 1-2... n P " cwpupdtp 
,a)... /-«W- 2« ■l.3...(2n-l)/ te4.«n«fl.i/ir: 



(2n— 1)^ (aj+cosy}'«*— 1)"+' 

2»«<»+* y 1\ 

wo y = — 5 — ; und Vy(l+y) das Zeichen von /«•— 1 hat. 

# Diese Ausdrücke lassen sich noch veraUgemeinern; bexeich- 
net nämlich f(x) eine solche Function von x> ^^^ s^^^h für alle x 
der Form (f — ii, wo rp reell ist und sämmtliche Werthe von 
bis 2n annimmt; und t eine reelle Grösse vorstellt, in eine Beibe 

ic^'\'CiCOBX+c^^os2x+eic. 
entwickeln lässt, also auch für ;fr=y — t^ — 1<, wo auch ^ reell 
ist, so wird einerseits 

nc^ = / f(tp) cos mq> dtp, ^ 

ü 
andrerseits 

CO 

+Scm nianup sinm {if+it), 

1 

daher 

IGO%m{tp+ü)\ ^2^ |cosMip| 

oder > =/ /"(y — V— «<)•< oder \df. 
smm{ifj + U)1 ^ (sinm^)/ 

Setzt man den früheren Werth fUr c» ein, so erhält man 
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Da wir eine solche Function f(x) in der n**" und — (n+l)**" 
Potenz von (iC+cos;^ ^aj* — 1) besitzen, so lassen sich die Gleichun- 
gen (38) und (38, a) durch folgenden Satz erweitern: 

1) Es ist bei positivem n 

(38,6) ... / (a:+cos(y — t/;-— tOy'iP*— l)*cos»iqpd<jp 

= co&m^ip+ii) / (a?-t cos 9) y^o?* — 1 )* cos mg> dqt, 

u 

(x + cos (9 — tp — it) |/a?* — iysmmg>dq> 
u 

= ünm{ip+it)i (x+GOsq> yx* — if co%m(pd(p. 

u 

2) War %p und < reell, letzteres nicht negativ und 

war ferner der reelle Tfaeil von x positiv, so hat man 
(38,6)... r coB«55Pd5P__^ 

= CO»»t(V+l«)/ 7— J /' Lsn+i * 

(38,6)... /"' '^'^^ , , .,, 

^^ i' («+cot7>y'«»-l)"+* 

Endlich folgt durch die gleichen HOlfsmittel noch «ai §. 46 

3) Ist der reelle Theil von x Null oder poBitiv, 
so wird 

(38 'J 1 Z^" coawty 

>«;••• 2«+»«y (a;+ 008(9) -xp-it) y»'-!)"-^^ ^ 

» /^" sinn»)!) . 

~¥+htJ («+co8(9-v-»()yi*=i)'^ ** 

~ ^ ^ . JI(2«+l)iI(»»-»~l) (|/SrZl)" ' 

9» 
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wenn m>n, und <>logJ!f^y£±l^; igt m<n so werden 
beide Integrale 0. 

DieFonneln 38,6 und c sind als Resultat einer imaginären 
Substitution für die Veränderliche q> in dem Integrale Air PZ 

zu betrachten, und in so fern auch mit denen des §. 42 zusammen 

zu stellen. 

Setzt man im besonderen Falle its^O, so erhält man die merk- 
würdigen Formeln, welche Jacobi *) entwickelt hat. In diesem 
Falle sind nämlich die Werthe der vorkommenden Stücke: J^ s 1, 
femer nach (36, 6) 

m 

p* = y » C'~^f- 

"• 21» ' 

HienuM findet man für 



= Ä., 



^''Z (a:+cos{9 — tp— i<)Va?«— 1) 

1_ /^^ sinwydy j^ 

^^^ (x + cos(y— V'— «Oy^:'— 1) "" 



folgende Werthe: Im ersten Falle, *< ^06*^^-37); "* 



ir, = 0, jr, = (-i)«(f=l)%inifi(v^+«). 

Im zweiten Falle, OlogJlfy^tl, wird 

» JT — 1 

ir. = Ä, = o, 



.«-1 






•) Grelle, Jonni«! f. Math. Bd. XXXII, S. 8: Ueber ' ^f 






Bei der Vergleichnng der Resultate achte man darauf dass dort Im letsten Ab- 
satie die Werthe von D n&d B' durch einen Dmdkfehler vertausoht sind. 
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Jacobi betrachtet am ang. Orte dieselben Integrale in der 
Form 

1 — ilcosy — Bsiny ' J 1 — ^cos^ — Bmatf ' 

and setzt 

(a) . . . il = a-\'a^%y 

(ß) ... B^b+\%. 
In nnserer Bezeichnung ist 

(/) • • • —4 = ^—^ — cos (rf)+it)y 

(8) ... _fi = J^Elgin(v;+tO. 

Die Unterscheidung der beiden Fälle stellt sieb bei Jacobi so^ 

dafs im ersten Falle 

(s) ... (ab,—a,by<a]+b% 
im zweiten 

(ö ... {ab,-a,by>a]+b]. 

sein muss. Bei der Vergleichung der Bedingung an den beiden 

Stellen, die nur in der Form verschieden ist, wird man erkennen^ 

dass unsere Bedingung Air t mit der M(C)<. 1 resp« >• 1 bei 

Jacobi übereinstimmt I die der Meister in die oben angegebene 

Gestalt gebracht hat. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die Bedingung 

mit («) oder resp. (£) tibereinstimmt wenn x und t mit Ä und B 
durch (y) und (8) verbunden sind. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen folgt ' 

— = ^l-A^'-B' 

X ' 

wenn die Wurzel rechts mit positivem reellen Theile oder wo ein 
solcher fehlt mit einem bestimmten, uns hier gleichgültigen Zei- 
chen genommen wird. Bildet man 

(y)-(J)i=-(^_Bi) 

80 entsteht rechts _.-« 
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80 dass die uraprÜDglicIie Form der Bedingung (9) sieb in 



e' 



=<M^)^<yfS) 



m( f-^' ) s 1 



oder 

Terwaodelt. Die Grösse auf der linken Seite, von welcher der 
ModuluB zu nehmen ist heisse C. 
Setzt man nun 

wo p jedenfalls eine nicht negative Grösse bezeichnet, so hat man, 

indem man statt der Moduln die Quadrate derselben; die Normen 

nimmt, and zur Abkürzung 

J = (oft, — «1 6) 
setzt: 

.4'+j?' = i-(p+?»)*=a+p+g«}(i-i>-g»). 

N{A'+B*) = ((l+p)»+g')((l_p)'+?'), 
also 

(a» + aJ+6«+ft;)'-4J« = (l+p> + gV-4p\ 

Hieraus folgt, dass die Ungleichheit /f^p zugleich mit 

a' + a: + b'+b]^l+p'+q' 

besteht; addirt man noch 

2J^2p 

hinzu, so entsteht hieraus 

N(Ä^Bi)^il+py+q' 
^N(l+p + qi) 
d. b. Jlf (C) ^ 1 , so dass die ursprüngliche Ungleichheit (17) gleich- 
bedeutend mit J^p ist. Um die schliessliche Form von Jacobi 
zu finden benutzt man die Gleichungen 

p« — 9« = 1 + aJ +*! — «* "^*' 
— pq = aa, +66, 

aus denen sich auf der Stelle durch Ausführung der Multiplication, 

welche die linke Seite andeutet 

(^/'+5f')(^*-p') = z/*+^(a*+6«-.a;-6J)-(a*+6»)(aJ+6:) 

= (^«+a«+6')(^'-a»-6J) 

ergiebt. Vorstehender Ausdruck zeigt, dass J^p gleichbedeutend 
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mit ^* ^ a^ + fr! ; yolUtändig dass 

gleichbedeutend mit 

ist, was nachzuweisen war. 

^ §. 48. Die Formel (38) des vorigen Paragraphen kommt 
zuerst, in einer nur unwesentlich verschiadeoen Form, bei Euler 
Tor; die Untersuchungen über den Zusammenhang der beiden In- 
tegrale welche die Gleichung verbindet, hat ihn an verschiedenen 
Stellen beschäftigt. Nachdem er bereits im 6*^" Kapitel der Sectio I, 
Vol. I, no. 290 seiner Integralrechnung die Beziehung zwischen den 
von q> freien Gliedern in der Entwickelung der beiden Ausdrücke 
{l+neosg>y und (l+ncosy)*''""^ nach trigonometrischen Eeihen^ 
und damit unsere Formel für m » bewiesen hat, giebt er im 
vierten Supplement zum 5**" Kapitel (im 4'*^*^ Bande der Integral* 
rechnung) §. 21-~§. 112 das von ihm errathene Theorema maxime 
memorabile circa formulam integralem 



h 



(l+a*— 2acos9)""^^' 
erst §.83 geht er an den Beweis dieses theorematis insignis per 
conjectnram eruti. (Dass dies Integral sich nur ganz unwesentlich 
von unserer Form der Pm unterscheidet, lehrt der Augenschein.) 
Legendre beweist den Satz in den Exercices T. I, p. 376; man 
vergl. auch T. II, p. 274 und Trait^ des fonctions elliptiques, T. II, 
Appendice, Section premi^re. Endlich hat Jacobi im 15**^° Bande 
des Crelle'schen Journals*^) einen sehr einfachen Beweis gegeben, 
der zum Zwecke einer späteren Verallgemeinerung hier reproducirt 
werden soll: 

Es sei m eine positive ganze Zahl, ^ n wenn n ganz ist, sonst 
von beliebiger Grösse. Es lässt sich alsdann das Integral 

(ic+cosy i^o?* — 1 )* cos my i^y 



/ 



u 



*) Formnla transformationU integralium definitorum, p. 9. Die oben auseinan- 
dei^esetste Methode benntst Jacobi erst im 2e'<6A Bande des Joumali. 
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welches in diesem Paragraphen Jn oder schlechtweg J heissen mag, 
durch die Formel (26) für sinnig transformiren. Macht man näm- 
lich cos 9 s= tf ^ so ist nach derselben 

m ''du-^-^\>^ ""^ h *~1.3.5...(2m-l)' 

also 



cosmydy = *-7-^\^(l— «•) 2 ^^11, 



3m- 1 
Lf M — #1«! 

Setzt man diesen Werth in J ein^ so geht es in ein Integral von 1 
bis —1 nach u über; integrirt man hier durch Theile, indem man 

2m-l 



jedesmal die Anzahl der Differentiationen Ton (1—«*) ^ um eine 
Einheit verringert, und bemerkt, dass jedesmal der Ton der In- 
tegration freie Theil für die Grenzen +1 verschwindet (da (1— m')«, 
wenn % irgend eine positive Zahl bezeichnet, weniger Male nach « 
differentiirt als die grösste ganze Zahl unter % angiebt, fUr o; ss Hh 1 
gleich wird), so entsteht nach m solcher Operationen 

oder, wenn wieder für u sein Werth cos 9) gesetzt wird 

(-1) j JT(n) ""V (^ + co85()Vaj'-i; sm ^dy. 

Hätte man in derselben Art J.n-i behandelt, so würde die linke 
Seite der neuen Gleichung 

(a?"-!)"*" JT(n) 
ft 'n(mH-n) 

geworden sein, die rechte 



J..-1 



/ 



J (x+coByi/?:^r"+^ 

Diese stimmt mit der rechten Seite der vorigen Gleichung überein, 
wie man sogleich einsieht wenn man die Substitution des §. 8 an- 
wendet, vorher aber in der Gleichung welche J» enthält 9=:^ — f^ 
setzte wodurch ihre rechte Seite in 

(o? — cos^y^a?'— !)•""• sin** i?rf^? 
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tibergeht. In der That; nachdem 

X — conti l^a?'— 1 =s 



81017 = 



dfi s 



x+cosy yx* — 1 

Bing) 
x+cofi(p ^a?*— -1 



gemacht ist; verwandelt sich das Integral in 



f 



Die Vergleichung der linken Seiten liefert dann 

/ ^,m JI(ii — m) y _ /Z"(n ) . 

^"^^ nn -^^ "- JI(M^ ""'' 
ako die Beziehung zwischen den beiden Integralen; welche in (38) 
enthalten ist; und zwar hier für ein beliebiges; positives oder ne- 
gatives; ganzes oder gebrochenes n, da die Substitution nach §. 8 
auch noch in diesen Fällen anwendbar bleibt, wenn nur die n**" Po- 
tenzen wie daselbst in der Anmerkung bestimmt sind. 

Anmerk. Dieselbe Methode zeigt; dass eine einfache Beziehung 
zwischen J» und •/.«•.! noch besteht; wenn dem einen Integrale statt 
und n beliebige Grenzen ^^ und q>^, dem andern solche welche 
den Substitutionsgleichungen entsprechen gegeben werden. 

§. 49. Es ist leicht; eine Differentialgleichung aufzu- 
stellen; welche der ftir F* ähnlich ist; und welcher F^{x) genügt. 
Man gehe dazu von dem Ausdrucke dieser Function durch $m in 
(34; a) aus ; $1 ist im wesentlichen der m^^ Differentialquotient 
von f$o oder von P^\ letzteres gleich z gesetzt genügt der Dif- 
ferentialgleichung (9); also nach §.34 sein m*®' Differentialquotient; 
gleich «** gesetzt; der Gleichung (2ö) 

(a) ... (l-a?»)^^-2(w+l)a?'^ + (w-m)(ii+iii+l)»~ = 0. 

Dieser Gleichung muss daher ^s*" = $m(a;) genügen; da femer 

so wird, wenn man für »" als neue Verttnderliche 
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betrachtet, eine Differentialgleichimg Air y entstehen, von der ein 
particul&reB Integral y ^ PZ{x) ist. Führt man die Bechnnng aas, 
so ergiebt sich 

(39)... (l-.aj«)«^_2a?(l-a?«)^+[n(n+l)-iii»-ii(ii+l)a;*]y = 0. 

Die Eigenschaften der Integrale dieser Differentialgleichung soUen 
nun durch directo Behimdelnng der Differentialgleichung selbst n&her 
untersucht werden, da eine Anzahl von Aufgaben auf dieselbe fUÜhrt; 
es wird sich zeigen, wie durch diese Methode die Hauptbeziehungen 
der Pm sich ohne Hülfe der Formeln ergeben, durch welche wir sie 
in diesem Kapitel aufgefunden haben, so dass man zwei Methoden 
besitzt, deren Werth sich nicht wohl vergleichen lässt. 

Man denke sich also die Gleichung (39) vorgelegt, ohne dass 
man auf dem oben angezeigten Wege zu ihr gelangt w&re. Es ist 
zunächst klar, dass im besonderen Falle m = 0, (39) sich auf die 
Differentialgleichung (9) der P* reducirt; wird durch 

(b) ... y = ()/S?i:i)-a(-) 

eine Grösse zf^^^ eingeführt, so genügt «(*") der Gleichung (a) ; man 
findet femer, dass eine Function z^, welche durch die Gleichung 

(c) ... y = (l/a?«— l)"^»^ 
definirt wird, immer 

(d) ... (l-,(r«)^+2(i»--l)a:-^+(n-m+l)(ii+w)Ä« = 

genügt, die sich von (a) nur durch das Zeichen von m untersebei- 
det, und mit (25, a) im §. 35 übereinstimmt 

Ehe diese Gleichungen, zunächst nach den Prinzipien der §. 34 
und 35, weiter untersucht werden, wollen wir einige andere For- 
men derselben angeben, in ähnlicher Art wie es §.12 mit (9) ge- 
schah. Durch Einführung von x c= cobO geht (39) in 

(39,a)... ^ + cotgö^ + («(»+ l)-^)y = 

über; durch die Substitution q = i ]/x'— 1 in 

(»9,6) ... ,i-,.,0+l:JslA+(.(.+„_|!), = „. 

Femer entsteht eine bemerkenswarihe Form der Gleichung durch 
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EinfÜhiHDg der Bchon oft angewandten Veränderlicfaen |^ vo 

in (a) und (d). Hierdnrch erhält man 

(40)... 5«(|«_l)^ + 2Km+(«+l)n^ 
~(«+»i+l)(n-»)(|'-l)»" = 0, 

(40, a)... |'(|*-l)^-2K'»+(»— l)n^ 

-(•-m+l)(ii+m)(g'-l)*» = 0; 
der Vollst&ndigkeit halber können noch die beiden Gleichungen 

(40,6) ... -^^ + (2m+l)cotgöi^+(n-m)(n+m+l)»- = 0, 

(40, e) . . . l|jl^(2m~l)cotgö^+(n+m)(fi^»+l)»^ = 

fainzugeftkgt werden. 

§. 50. Hat man das vollständige Integral der Differentialglei- 
ehnng ftLr sT" und für %m, so erkennt man aus den Betrachtungen 
des §.49 sogleich, dass zwischen ihnen die Beziehung 

(a) ... a« = (a?'-ir»- 
besteht, so dass also eine neue Verbindung der Integrale »"* 
und »m gegeben ist, auf welche der Verfasser (Grelle XXVI, 
Anmerk. 1 ) aufmerksam machte, um die Betrachtungen nicht zu 
weit auszudehnen, soll in diesem Paragraphen nur ein solcher Werth 
für m genommen werden, welcher ^» ist. Dann folgt aus §.34 
vermittelst des allgemeinen Werthes von «^ durch m fache Diffe- 
rentiation der allgemeine 

(5) ... *-=a ^f:;^;^ + bj 



wo a und b willkürliche Constante bezeichnen; den mit b multipli- 
cirten Theil kann man auch nach §. 35 durch 

ersetzen. Dnrch mjfache Integration folgt femer aas §.35 

«... .-.£:^;=ii-+,."(,«.-,/'^-^). 
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Aus (b), (c), (df) verbunden mit (a) liest man nun zunächst die 
Gleichung (32) ab, wenn man bedenkt, dass die mit a und a multi- 
plicirten Grössen ganze Functionen von x Bind, die mit 6 und ß mul- 
tiplicirten für o? = oo verschwinden. Die Constantenbestimmung 
geschieht wie früher bei ähnlichen Gelegenheiten durch Yerglei- 
chung der höchsten Potenzen von x. Es entsteht zweitens die neue 
Gleichung *) : 

/I(n — m) Ar*"""* "" n{n+m) *!:•+•*'' 

Nach der Methode von Abel welche im §.31 erwähnt wurde 
lässt sich aus einem Integrale von (39) z. B. aus PZ{x) ein zwei- 
tes Qm durch eine Integration ableiten. Man findet nämlich durch 
dieselbe mit Fortlassung der doppelten Indices 

('•-•)|(''g-<'D=-(''g-<'£). 

also 

p V (x'-i){Pix)y 

Bestimmt man 9 gehörig durch die Festsetzung dass 

a?-+iO:(a?)=l, (a: = oo) 
sein soll, so wird c = 2«+l also 

dx 



dx 



Ql(x) = (2n+l)P:(a:)/*— — 



{x'-i){K(x)y 

§. 51 . Es sollen jetzt die Integrale der Differentialgleichungen 
des §.49 in Beihen entwickelt werden. FürmsOist dieEnt- 
Wickelung schon im §.22, 27 — 29 ausfllhrlich behandelt; hier wer- 
den nur die Reihen besprochen, welche bei dem jetzigen Stande 
der Theorie als die wichtigeren zu bezeichnen sind. 

1) Entwickclung nach absteigenden x. Benutzt man §.49,a, 
so ist klar, dafs man durch m fache Differentiation der fbr m=sO 
gefundenen Beihen die für %S^^ erhält. Setzt man also, wie es 
Gleichung 34 und 37 geschah 

*) Bertram: ;peber KtigeUunotionen BAI* 
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f^(x) = ar-»- 2.(2«-i) «■"-'+etc. 

BO ist 

da femer $1»^ OIm particuläre Lösungen von §.49;d sind, so 
muss auch 

werden ; folglich findet man auch für m ^ n die Gleichung 

01«(a:) = (a;*-ir!D:(a:), 
die bereits §. 46, Gleich. 37, h für den Fall bewiesen war, dass m>n. 
2) Entwickelung nach absteigenden q. Die übliche Methode 
giebt als Integral von (39, 6) 

.„/ n+m n — m 2n— 1 A 

Vergleicht man diese Lösung mit der vorigen 

und bemerkt, dass die mit a und a multiplicirten Functionen ftir 
^zsoo selbst unendlich werden, die mit b und ß multiplicirten 
verschwinden, so ergiebt sich dass die gleichartigen Gruppen von 
Lösungen dieselben Integrale darstellen müssen. Hieraus folgt 

(i/?^)-r.(x)-(-i)"p-F(-^'-^' -^'?-') 

Während T^(x) oder Po(^) bei Legendre und Laplace so- 
gleich als Function von x in Form der Reihe auftritt, welche schon 
durch (2) eingeführt wurde, so kommt die Zugeordnete /C(^), die 
eine Lösung von (39), zuerst als nac)) q geordnete Beihe bei 
Laplace*) vor. Erst bei Legendre'*^) wird dieselbe in obiger 
Art als Produkt von (y^o:*— l)"^ in eine nach x geordnete Beihe 

*) Memoiren von 1782, 8. 141. 

**) Memoiren von 1789: Suite des xeoherolies sur U fl^ius des planMes. 
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dargestellt. Dort deckt auch Legen dre S. 432 einen Irrtfaum von 
Laplace an obiger Stelle auf^ der, wie sich herausstellt; nicht alle 
Zugeordnete in die Betrachtung gezogen hat, sondern nur die, für 
welche n — m gerade ist (cf. §. 67). Das was die zweiten Integrale 
betrifil ist so weit nicht andere Urheber citirt sind von dem Ver- 
fasser, meist in den früheren, schon erwähnten Arbeiten hinzuge- 
fügt, indem erst die Probleme, die derselbe behandelte, eine Unter- 
suchung dieser Lösungen erforderten. 

3) Entwickelung nach absteigenden |. Da für jedes o; die 
Grösse J so bestimmt wird, dass Jüf (|) ^ 1 , so wird man die Dif- 
ferentialgleichung für alle x durch Beihen integriren können^ welche 
nach I absteigen. Dadurch ergiebt sich aus (40) 



=2-<i-})-r-i^(-H^, -(«+«), -H^, 1-0 



und 



(}/a;»-l)*äD:(a;) 

=2-<«-|yg — 'f(^, «+«.+1, '-^, o 

= 2-'0-})"V- ^f(-?^, «-«+1, H^^ r^y 

Setzt man a; = cosd, und S=e'^ so entsteht eine nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von geordnete Reihe; von den beiden 
Formeln für QU» bleibt jedenfalls (m. vergl. §. 29) noch immer die 
zweite convergent. Der eine von den beiden Ausdrücken fUr PZf 
aus welchem der andere durch Vertauschung von m mit — m ent* 
steht, wird 

2"P:(cosÖ) = (2t8inör \cofiin-m)d+^'!!^^^ 

, (n-m){n^m^l)(2m+l)(2m+S) . a\a^ i\ 

+ 1:2 (2n-l)(2n^3^ ^'^(^^^'-^)^+^^^'i- 

die Beihe so weit fortgesetzt, bis sie von selbst abbricht. Fttr 
m SS erhält man die Entwickelung von Jq, welche mit der von 
JP* in §. 4; a bifl auf di« untersoheidende Constante tibereiiiatimmt. 
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Für den Fall dass n—m gerade ist, hat Hansen*) diese Beike 
angegeben; man wird bemerken dass bei ihm JV(fiy^); wenn B mit 

^n — 6 vertauscht und fi = — - — gesetzt ist, bis auf einen con- 

stauten Factor mit unserer Reihe übereinstimmt; die Coefficienten 
von den Cosinus der Vielfachen von 6 möchten hier eine etwas 
einfachere Form erhalten haben als an jener Stelle. 

•4) Entwickelung nach aufsteigenden — ö"*- I™ §• ^ w*- 
ren für P" auch Entwickelungen nach Potenzen von sinj0^ etc. 
aufgeführt; unsere DiiFerentialgleichung gestattet, auch fUr i'l solche 
Ausdrücke aufzustellen. Führt man in (a) und (cQ des §. 39 für x 

die Veränderliche o = ein, so verwandeln dieselben sich in 

m 

t>(l-t>)^+(iii+l)(l-2fj)-^ + (»-m)(«+m+l)»« = 

Integrirt geben diese folgende ganze Functionen von x> als par- 
ticnläre Lösungen 

J5* s= F(i»-— n, m+n+1, m+1, «) 
»« = ©"•F(— n, »+1, «+1, fj). 
Die Gleichung (a) des §.50, welche diese Functionen %^ und %^ 
verbindet, ist nach gehöriger Bestimmung der Constanten 

(1— ©)"• F(m — n, m+n+1, m+1, r) = f(— -w, n+1, m+1, f>), 
während man findet 

y.(«) = a— Sl^l) "n{l)^ ^(»»-"^ «+«+1' «+!' *)• 

Diese vierte Art der Entwickelung ist hier berührt, um die Formeln 
niclit unerwähnt zu lassen, welche Legendre zur Behandelung von 

coBmq>dq> 






^ (l+o*— 2acos5p)""*^* 
benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zähler und Nenner durch 

(1— a')*"^*, und setzt t=a?* z ;= — Va?*— 1, so findet man 

*) Al^lumdlvogem der Kömgl. Sttoluiischen Oetellsdiiaft der Wiasexucbaften 
sa Leipsigy Bd.iy: Entwickelnng der negaiÜTeii nnd UDgraden Potensen der Qaa- 
dialworsd der Function r*+W'—2iT' (cos ircoBl7'+ sin {/sin {7'cosJ), S.d45, no.4I. 
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nach (38) 

J - W 1.3...(2n-l) q^. 

fl 

und setzt man den Werth fUr $, ordnet dann nach o «= — t 1' 

•'- ji(«)n(n} (i-or+* ^~ ' "■*" ' ■•" ' ~r=^/ 

Dies ist Legendr e's*) Formel, die Jacobi**) durch Anwendung 

seines Ausdrucks für sinmd (§. 36) ableitet. Euler f) hat eine 

andere Form für dasselbe Integral benutzt, die nach Potenzen von 

^ i/a?* 1 

__. s= — I oder von tangd fortschreitet, während unsere 

Jl"j" et CO 

nach sin'i^. Diese Entwickelungen, von welchen man fllr sfi = 
bereits Proben hatte, verfolgen wir nicht weiter, und übergehen 
ähnliche, die sich sämmtlich als ganz besondere Fälle der allge- 
meinen von Kummer ff) betrachteten , Umformung der hypergeo- 
metrischen Beihe ausweisen. 

§. 52. Nach den /C kann sich eine Function f{x) auf doppelte 
Art entwickeln lassen; zuerst in eine Beihe 

fix) JTa'K(x), 

in welcher der dann zur Abkürzung hier fortzulassende Index m 
festgehalten wird, zweitens in die Beihe 

in welcher dasselbe vom oberen Index n gilt. TJm im ersten 
Falle die Coefficienten A zu bestimmen und die Einheit der Ent- 
Wickelung nachzuweisen, hat man nach Anleitung des §. 15 nur 

-1 

zu untersuchen; man zeigt hier, wie §. 14, das^ •/ s wenn n 

*) Exercices T. II (no. 26), §172. 

*•) Crelle, Jonrn. 1 Math. Bd.XY, S.9. 

t) Inttitationes GAlcali integrmlis Vol. IV. SappL ad T. I, Cap. V, §. 98. 

ff) Crelle, Jonni. f. Math. Bd. XV: Ueber die hypergeomstrisohe Beihe 

l+7^4T + etc. 

i.y 
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und ¥ vertcliiedeii sind; nnd findet augserdem den Werth von J 
für V = II. 

Um das erste zu beweisen^ leite man ans (39) die Gleichung 

—1 —1 -1 

ab; zwei Integrationen durch Theile verändern das erste Glied der 
Unken Seite so, dass n und v sich umtauschen. Da aber das so 
entstehende Glied nach (39) auch 

ist, so muss (fi(ii+l)~y(v4-l))«/ = 0, d. h. / selbst sein, wenn 
nicht n SS y. 

Wird aber n = y, so folgt aus 34, fr und c, dass 

g(2ii)ji(2ii) ^ f^ jT-^'^jx^^iT dr^(x*-iy 

ist, und wenn man durch Theile integrirt, wodurch in beiden Aus- 
drücken unter dem Integrale rechts m sich in (m — 1) verwandeHy 

dass es 

JI(2n)JT(2n) 

JI(ft+iit— l)JI(n— m+1) 

wird, s6 dass man erhält 

j -r (»+^) j —( .xi (w+«i)(n+fii— l)...(n+l) , 
aber J^ selbst ist (p. 118): 

2 

ond das letzte Integral nach §. 14 gleich • Stellt man diese 

AusdrQcke zasammen, so wird 

t4i; ... J. - ( 1) 2^^^ (1,8.. .(211-1))« ' 
nnd 

(4i,a) ... ii _(-i) -^- n(„+„)n(„_«)jr mf»K^)ix. 

Dass / yerschwindet wenn n und v verschieden sind, geht aus der 
Arbdt Yon Laplaoe in den Memoiren Ton 1782 no. 18 hervor, ist 

II«lBt, Budbach d. KufdAiocÜMtn. IQ 
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%bQr erst y<m Legeodre*) anfdjrftcklioh gmugt, der «och / für 
den Fall n = y berechnet hat. 

Die Bestimmang der CoefBcienten \9 gestaltet uch nicht eben 
80 einfach; dass die Entwickehing nnr auf ebe Art möglich ist 
zeigt sichi indem man beweist^ dasB 

für alle x nur dann verschwinden kann; wenn alle B Null sind. 
Setzt man znerst a;=l so muss dazu B^ gleich seini weil P^, 
P^ etc. verschwinden; dividirt man dann dnrch ya?'— 1 nnd setzt 
x=l, so muss auch B^ gleich Null sein etc. Man erhält dadurch 
auch einMittelj die B bei Entwickelung von fza bestimmen^ indem 

r(i)=i?«?S(i) 

f(^)-f^^^('') für a:= 1 gleich Ä«?:(l); etc. etc. 

Aus p. 142; ad 3 ist klar^ dass $1(1) nicht verschwindet 

§•53. ümdieiC recurrirend berechnen zu können, kann 
mm passende Formeh durch §. 49, a aufttetten. Da s* ss ^(o?) 
dieser Gleichung genügt; und 

^^ =, (•-«.)?:+x(«), 

80 erhält man zunäcbBt 

(«-»-l)(«»-l)^»H+2(«+l)«^»n-(«i4-»+l)tJ- * 0, 
und beim Ueber^^ge vpq den $ zu den P, (34, a) 

(42)... (»-«i-I)1C+2(»)+2(»+1)t=|==^'^<*)-("+«+1)K1(«) = 0, 

WO m<n, aber auch negativ sein kann; wie man einsiehtj^ wenn 
man (32; a) d. h. die B^mehung P-h» = /» benutzt Auch für 
ifi = — 1 gilt diese Gleichung > und giebt dann die schon bekannte 
Relation Pg = P.i; will man sich der Formel zur successiven 
Berechnung bedienen ; so kann man tob PZ s=^ (Vap*— Ij* und 
fCi = xiyx^-'i)*^ ausgehen. 



•) MiiliQil«! tw 178», a 48^—496, IM.42 «nd 48, 
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Fflnftes Kapitel« 

Zugeordnete Functionen zweiter Art. 

§. 54. In ähnlicher Art wie den P" werden anch den Q" Fono- 
tionen angeordnet, zu deren Einführung die Integralform am geeig- 
netsten erscheint. Durch zweckmässige Behandelung des Ausdrucks 



r 

u 



dessen Zusammenhang mit V^ aus (38) zu ersehen ist, hätte mftn 
die wichtigsten Eigenschaften der letzteren Function ableiten, und 
zwar, ausser der augenblicklich klaren Beziehung zur Entwickelung 
von (ic+cos^ya?*— l)*, die Differentialgleich. (39) finden können, der 
das Integral genügt. Dies soll zunächst gezeigt und dadurch der 
Uebergang zu den Ol(ar), den Zugeordneten zweiter Art ge- 
bildet werden. 

Man setze /, vollständiger 

Jl(g>) = / (a?+cos 9 ^a:'— l)* cosmqpcf^, 

rD+cos^yop*— 1 ss r; 
und findet dann durch Differentiation 

yx'— 1 -^ — nJ«+i = «/ r"-*ry?^(cosiiiy— cos9co8(m+l)y) 

•f X (cos 9) cos m^) — cos (m+1) 9)) | dy, 
oder wenn man zusammenzieht 

srfi/ f*"^r8in(«i+l)9).y«*^l+a?sinm9 jsinydy. 

Dieser Ausdruck ist eine Summe zweier Integrale; das erste und 

dann das zweite giebt nach Integration durch Theile resp. 

— f*sin(ifi+l)v+(m+l)J»+i, 

X • HImD 

r»smifi9-| — r-5 — J«> 



yoj*— 1 y«*— 1 

80 dass man durch Zusammenstellen der Resultate findet: 

-r-(Mii(m+l)5»+^^). 

10* 
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Macht man nun 7 = 11 und denkt Bich n pouiiv oder wenn es ne- 
gativ genommen wird a; nicht rein imaginfir^ (weil sonst r gleich 
Null werden kann); bo verschwindet der von der Integration freie 
Theil, und man erhält ftlr JZ{n) die Gleichung , aus welcher die 
Haupteigenschaften der PI sich leicht ergeben (m. vergl. §.56): 

(6) ... yin:i^_-^j: = («+n+l)J:+,; (v = «). 
Eine andere Form derselben Gleichung nämlich (q> = n) 

(c) . . • -^CC^ -ir^-C) = (m+n+l)(x^--lf^J:^i 

findet man aus (b) auf der Stelle nach Division durch (y^ap"—l )*"*"*, 
und eine pfache Anwendung der Formel (c) liefert (9 = n) 



(^- :£r((*'-^r"'^-) . 



dscP 

= (m+n+l)(m+n+2) . . . (m+H+p)(x*-l)"^JZ+p. 

Die Behandelang des Litegrals, welches durch Vertanschang von 
— (fi+1) mit fi aus dem eben behandelten entsteht, also von J« ~ (g)) 
stimmt mit der vorhergehenden genau überein; man hat nur in 
allen Formeln (a) bis (d) dieselbe Vertauschung vorzunehmen. Es 
entstehen also die Gleichungen: 

für jedes q>; für ^ = ir: 

m 

dx Y^^TZi 

M-fl 



(/?)... y^^:=i^ — ,.7^/--' = («-«)jr?rS 









§• 55, 48. I. Tli«il. Ffiaftet Kapitel 149 

Beispiel. Für n= — ^ erzeugt man aus 

*9 dq> 



=/ 



f/x+conq) }^ap*— 1 
dem elliptischen Integrale erster Gattung ^ durch Differentiation 
nach X vermittelst (a) und (a) 

coBmqfd(p 



-/-: 



^oj+cosy y«*— 1 
§. 55. Man geht nun von den P zu den in ähnlicher Art 
tkber, wie es bei dem einfacheren Falle im §.23 geschah; indem 
man für g> eine imaginäre Grösse ii einführt. Um auch hier die 
ima^äre Substitution zu vermeiden; behandele man wie J im §.54^ 
indem man sich n positiv und zwar vorläufig ganz denkt, hier 

-^^ J (a? + cos«yS^=l)*+*' 
L^{t) =y («— cos« Va?« — l)*cos»i«Ä. 



Seist man für den Augenblick 

a;+costt y«*— 1 sss Q, 
so entsteht 



=s (m— »)if«4.i+-j:j^^8in(iii+l)«+-7==^ 

So lange m<:n^ wird daher der von der Integration freie Theil 
verschwinden; es mag übrigens m positiv oder negativ sein, und 
man erhält für I = oo die Gleichungen ß, y, 8 des vorigen Para- 
graphen; wenn man «/iiT*** mit 

QO^müdi 



(43)... Ä.«/*7- 

\< \x- 



•/ («+ cos it ya?*— !)••*■* 
vertauscht. Bei {8) wird man nicht vergessen dürfen; dass m+p 
nicht n übersteigen darf; weil sonst K^^p die Bedeutung verliert. 
Vergleicht man L mit J* und leitet daraus die Gleichung welche 
§.54; a entspricht her; so findet man, dass der Theil; welcher (a) 
dort von (b) unterscheidet; für kein constantes; d. h. von x unabhängi- 
ges i verschwmdet ausser 1=0« An die Stelle von r dort tritt hier 
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a = (a;— coaft ]/a?*— -l) ► 

auf; der erwähnte Theil würde also^ da n positiv ist^ verschwinden; 
wenn I bo gewählt wird; dass (t verschwindet; d. h. dass 

Dadurch erhält t aber einen von x abhängigen Werth; und bei 
der Differentiation --— wird man nicht allein den Ausdruck finden; 

welcher unmittelbar aus dem von -^ abzulesen ist: jener Wertfa 

dL 

wird nur -^ sein; wenn man mit Jacobi den Buchstaben d 

braucht um partielles Diffcrentiiren anzudeuten. Der noch hinzu- 
tretende Theil -gr^ 

= (a;— costty«*— l)*coaiiitr-r— 

aX 
wird aber 0; da < eben so gewählt ist; dass es o verschwinden lässt. 
Man erhält also wieder Formeln wie (fr) bia (d) im §. 54^ wom 
man nur ^x* — 1 mit —}/«•— 1 vertauscht; (indem aus Gründen der 
Zweckmässigkeit, die man durch Vergleichung mit §. 25 verstehen 
wird in L der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde). Setzt 
man alsO; (indem man t den besonderen Werth giebt; und in dem 
folgenden nnter J, K, L immer nur dia Integrale zwischen und n, 

»eap. und oc, reap. und logV r versteht) 

{x — cos iu yV-Ii )" totmiudu 

Ü 

so wird 

(6) ... >/5rzi ^_-^^z («+«+i)i^+. 

(CO... ^^^-'-f^^-^ 

=r(-l)''(iiH^H-l)(»+«+2)...Cm+iH-|»X*-l) * A-+P5 
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es darf in {d) der Buchstabe p jede ganze Zahl bezeichnen. [^Für 

log y --^ nehme man dieselben Grössen, welche dafUr §. 25 und 26 

gesetzt wurden. Unter x kann wieder eine Grösse desselben Zei- 
chens wie dort, also im Allgemeinen von positivem Zeiehen ver- 
standen werden, da der Fall des x mit umgekehrten Zeichen leicht 
darauf zurückgefUhrt werden kann. Dass n auch gebrocheo sein 
darf, wird man wie bei früheren Gelegenheiten (§• 8, Anmerk.) 
auch hier beweisen.] 

§. 56. Sfimmtliche Ausdrücke J, K, L (in denen die 
Integration zwischen den für jeden angegebenen be- 
sonderen Werthen ausgeführt ist), genügen der Dif- 
ferentialgleichung (39). 

Die mit den lateinischen Buchstaben h, c, d oder den ent- 
sprechenden griechischen bezeichneten Gleichungen der §§. 53 u. 54 
genügen zum Beweise; man führe ihn z. B. für die L. 

Da Lm == L^m so giebt (c) 

^((z'-lflj) = (m-«-l)(««-l)^I_(«-i). 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber 

dividirt man sie durch (a?*— 1)"*"*, verwanddit Knks L^m wieder in 
Lm, und differentiirt, so wird 

e[('--')-'-"s((''-')^^-)]=c— ')e((''-''"'^«-) 

Die rechte Seite ist^ wiederum nach (c) 

die linke, nach Ausführung der DüFerentiation und MuItipKcation 

m 

mit («*-!)»" 

Dies, vermehrt um (ffi-*f-ii)(iPi^ii-*-l)lr» und dann gleich gesetzt, 
giebt aber (SBX 



n 
"2 
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War n ganz und positiv nnd m ganz^ so werden JZ und Km 
nur so lange Integrale der Diiferentialgleichung (39) sein können^ als 
nKin + l] denn ersteres verschwindet ^ sobald m^n nnd fUr 
letzteres gilt (s.o.) nicht mehr die Formel (j$). Man hat aber 
noch immer wenn auch m>ft, zwei offenbar verschie- 
dene Integrale von (39), nämlich JZ*^^ und Lm* 

Ehe wir die J verlasseui soll noch angedeutet werden, wie die 
gefundenen Belationen (fr) bis {d) auf die Werthe derselben füh- 
ren, welche sich in den vorigen Kapiteln bereits fftr sie ergaben: 
Jln wird, wie aus dem Integrale ersichtlich ist, bis auf eine Constante 
(y«*— 1)* ; macht man in §. 54, d 

so folgt aus 

Jln = c(a?«-l) 

{X 1) J,^k ^^^^ 

und eine ähnliche Formel fUr Jü.^ s J*; etc. 

§. 57. Wir gehen nun zu den K und L über, welche den 
Gegenstand dieses Kapitels bilden, während die J nur als Mittel 
benutzt wurden, die K und L einzuflihren und eine Methode für ihre 
Untersuchung zu verschaffen. Die Integration soll immer zwischen 

den besonder« Grenzen und cx) resp. logV— ^ ausgeführt sein. 

Aus §. 55 folgt, dass Km derselben Gleichung (J) des §. 54 ge- 
nügt, wie Jjr""'; setzt man dort also Km für JZ'^^^ß macht dann 
m =s und schreibt darauf m für p^ so entsteht 

Aus §• 56, d folgt auf gleiche Art für alle ganzen m 

SO dass alle K und L aus einem einzigen, K^ oder L^ abgeleitet 
werden. Es ist aber £0 s £«, wie man aus §«23—26 weiss, und 
jedes ist genau (?*(a;), wodurch man die Doppelgleichni^ für Km 
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und Lm erhilt 

(c) . . . (-1; (K» -1; -3^ - jj(„_„)*^. - -jH^'"^' 

Die Bezeichnung iif und L fUr jene Integrale war nur eine vor- 
läufige; indem eine Function Qm eingeführt wird^ drtlckt man beide 
Bachstoben durch den einen neuen aus. 

Eine zweckmässige Festsetsung für die Bedeutung des Buch* 
Stäben Qm wird man durch Vergleichung mit der von PZ erhalten. 
Es war PZ gleich dem Producte von (}^»*— l)" und einer Beihe $1 
deren höchste Potenz von x den Factor 1 hatte. Hier hat man, 
wenigstens wenn x>l (m. vergl. (37)) 

80 äuB ftlr «> 1, (y»*— l)"£C gleich 
werdeo wttrde. Wir setzen deshalb fest, dass 

JTii /^ cosifi« dl 

'^ n{n+m)n(n--m)J (a:+cosÄ}/a?*~l)-^* 

sei, und zwar ist der erste Theil der Gleichung Definition , der 
zweite, so lange m^n, Folgerung aus (c). Aus (46) ergeben sich 
nun rückwärts die Formeln d, e, f, mit Httlfe von (a) und (6). 
Zwar weiss man in jedem Falle; welches die obere Grenze 

r ist; zwei Fälle sind aber als besonders einfach hervor- 

zuheben, erstens x reell und >>!, in dem nichts weiter hinzuzu- 
fügen ist, und zweitens x rein imaginär = ly. In diesem Falle kann 
maB die allgemeine Betrachtung so modificireu; dass man nur durch 
Integrale mit reellen Grenzen geht; es scheint dies aber eine über- 
flttiAige Arbeit zu sein, nachdem bereits §.35 entsprechende Be- 
trachtungen bei einem später aUgemeb behandelten Falle (§«2Q) 
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▼orkamen. Wenden wir sogleich die allgemeine Formel an; so wird 
nach §*26 jener Logarithmus s— iarccotgy} macht man dann »ss— ie 
(und setzt darauf wieder u für d); wodurch die Grenzen und 
arccotgy für v entstehen; so wird das mittlere Glied von (45) zu 

(45;a) —fwr\J (a?— cosi* }^«*— l)*co««ii* d» ; (0 <arc ootgy <4ä) 

Tcreinfacht. 

Fasst man Alles zusammen; so ist also die Doppelglei- 
chung (45); die sich Air ni>n nur auf eine einfache ; die Gleich- 
heit zwischen den ersten beiden Gliedern reducirt; eine solche 
welche die Function (?l(a;); die Zugeordnete der zweiten Art; mit 
den bei der Defisifcicm von 0" durdi ein Integral erläuterten Mo- 
dalitäten einführt; und zugleich, wenn m;^n^ eme Transformation 
in ein zweites InUgral liefert. Es ist femer 

wo Ol für alle x nach Potenzen von aj+y'a?*— 1 geordnet werden 
kanu; für Ol > 1 nach absteigenden Potenzen von x. Andere Eigen- 
schaften derselben findet man in den vorhergehenden Paragrafhea. 
Ferner ist Ql ein Integral der Differentialgleichung (39). 

[•Aus (45) folgt; dass OKaj) = (-*I)*^ei(— «), ausgenom- 
men den Fall; wo x reell und <; 1. Aus (24) weiss maU; dass es 
iich in letzterem Falle nur um die Beziehung von 

cosmtMl 



Y. (X — 



/ (a:-cosfiy?^)*+* 

zu 

tosmitdt 



•6 (^ 



+cos«y5^^)*^* 

für den Fall x =. oosfi bandelt. Nach §. 24; b bat man 

also mit Hülfe von (a) in diesem Paragraphen, nach mfacher Dif- 
ferentiation 

J. •« •• • II 

Hai m and^e Werthe ist aber positiv «nd »cht sn^eich reeH tnd 
grSsaer alo 1 ; so gut dkadbe Formel.] 
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Anmerk. Da man {x — cobi « y«*— l)*^ m eine nach Corinus 
der Vielfecken von iu fortschreitende Reihe entviekelo kann (§.43)| 
deren Coefficienten die P!i{x) ausmachen, so liefert der erste Theil 
Ton (45) eine eigenthümliche endliche Reihe für die Qm, deren 

Glieder aas PZ(x) bestehen; in der« erstem log r- erscheint, 

während in den übrigen nur noch PotensMn von x und "j/x*—! 
vorkommen. 

^ §• 58« Wie im §.42, so ist auch in dem Ausdrucke fUr Qm, 
welcher die -— (n+l)*® Potenz enthält eine imaginäre Substi- 
tution gestattet Verwandelt man das Integral, abgesehen von 
dem Constanten Factor in (45), zunächst in 



*fü 



(a?+cos»l yS?-!)-*'*' 

so lassen sich hierauf dieselben Schlüsse anwenden, welche man 
§.42 findet, indem an jener Stdle in der Anmerkung schon der 
Fall erwähnt wurde, dass im Zähler unter dem Integrale sich eine 
ganne Function von ^ von nicht höherem als dem n**" Grade be- 
findet. Bezeichnet % denselben kritischen Winkel welcher dort 
eingeführt wurde, so ist also 

t/ (a:+co8(«-V')yS?=l)*+' V (aj+cos«y?^)*^^' 

wo das doppelte Zeichen so verstanden werden muss, dass das obere 
gilt, wenn —%<irp<,%, das untere wenn ^^<Y;<2ii— y^. 
Schreibt man die Formel noch einmal nach Vertauschung von tp 
resp. mit —ip oder 2»— t^, (was bei der linken Seite offenbar 
auf dasselbe hinauskommt), und bemerkt dasa 

^Z (a?-^cos(tf+*} yi?^^*^* :i («+cos(«-V')yi*^)*"*"*' 

(zum Beweise setze man tss — u), so wird die erste Formel mit 
e-^^V* multiplicirt, die zweite mit e^V, als Summe geben: 

/^ coBmii di /^ tr*dt 

:/ (a?+cos(Ä-V')]/?=l)-*"* ~^^^^^^ (x±costiy?-i)"-*-* 

und als Differenz: 



156 L Theil. Fflnftet Kapitel. §.59,46. 

/^ ninmUdt ^ . /^ c^A 

^ (»+cos(«-v^)|/i*^^)"+^ """°^^i/ (a:+oo8il|/i*^)""*"** 

Setzt man diese Werthe in (45) ein, so folgt für ein beliebiges 17 : 

^ JI(ii+m)JI(n— ffi) . ii^»/ V 

wenn '-V^o<V^<! V'«; im zweiten Falle hat man als Factor von 
cos 991(^ — 17) auf der rechten Seite dasselbe multiplicirt mit cosmii 
zu nehmen; und es noch um 

^•''•1.2... n '"^^^ 
zu vermehren. (Man vergl. p. 154.) 

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Formeln hat der 
Verf. zum Theil in seinen früheren Arbeiten ^ hauptsächlich im 
42ft€ii Bande des Grelle' sehen Journals ^ angegeben, zum Theil 
werden sie hier zum ersten Male veröffentlicht. Die üntersucbong 
des Integrals im §. 54 ist, wenn auch weniger ausführlich und all* 
gemein, in des Verf. Inaugural-Dissertation enthalten. 

§•59. Neumann hat auch fUr die Qm einen Integralausdruck 
geben, ähnlich dem für Q* im §.33, welcher sich in demselben 
Au&atze findet der oben citirt wurde. Man kommt zu diesem Aus- 
drucke, indem man, unter der Voraussetzung üfCy+Vy*— l) grösser 

als Mix+'^x*—!) (m. vergl. §.41), die Formel 

« 

-i-=T(2»+l)i>"{«)0"(y) 

y — * «=o 

mmal nach y differentürt Dadnrch findet man 



und nach dem Satze über die Bestimmung der Coef&cienten solcher 
Beihen 

dx 






Wurd tax die linke Seite ihr Werth aas §. 57, f getetit, so eigiebt 



§« 61, 40. !• Theil. muftes XapitbL 167 

aidi BchlieflsIIcfa 

Auch für die Q hat Neumann die Bedentimg dea Bachätabena 
gettnderty indem bei ihm 

wird^ wo die rechte Seite der Gleichung unser Zeichen P^ enthält. 

§. 60. Für die Ql^ lassen sich recurrirende Formeln von dem- 
selben Charakter finden wie für die /C • Um sie nach der Methode 
des §.53 aufzusuchen geht man wieder von der Formel (a) des 
§. 49 aus, der is«" = £C als particuläres Integral genügt. Da dann 

-^ = — (n+ift+l)D«+i, 

^ = (n+»i+l)(n+w+2)CL-i-« 

wird; so findet man 

(«•~l)(«+m+2)D»+2--2(m+l)a:Cu+i--(n--»i)CU==0 

m 

und nach Multiplication mit {x^^iy 

(a) ... («+ll•+2)0:^^--2(ll»:+l)-7=^0:+l--(l•--m)0: = 0. 

ya?*— 1 

Man kann noch eine Beihe ähnlicher Belationen aWischen je drei Q 

an&tellen, die aus den Belationes inter ftmotiönaa contignaa stam«» 

men, welche Gauss in seiner Abhandlung über die hypergeo- 

metrische Beihe aufgeführt hat. Einige findet man in des Verf. 

Arbeit im 26***" Bande des Grelle' sehen Joum. Anmerk.4. 

^ §. 61. Die unendlich entfernten Eugelfunctionen selbst wur- 
den im §.39—40 untersucht; an dieser Stelle soll über die ähn- 
liche Frage bei den Zugeordneten gehandelt werden. Hier wird 
aber die Anzahl der. Fälle- welche su unterscheiden sind betrachte 
lieh grösser als firüher, indem man zunächst, wie oben, nach iw 
Grösse von a, genauer von Jf(|) eintheilt, dann aber Mdi - nach? 
dem Verhältnisse des oberen zu dem unteren Index. Ist der erstere 
Jiimeadlich, während m endiidi Uühi, 9ö Wii^ manaidi der frühe- 
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ren Besnltate bedienen können, indem F^ von F^, Ql von 0' 
nur danäi oonstante Faetoren antertcheiden, die ans den JI zu- 
sammengeaetat lind; während die Ansdrücke der 17 für ein nnend- 
Uehda Al|;iiment bekannt sind; auch wenn n— m endlich bleibe hat 
die Betrachtnng keine Schwierigkeit , wenn man sidi fUr JDl dar 
nach I geordneten Beihen bedient. Da es bisher nicht gelangen 
ist, die Besnltate für sämmtliche Fälle mit der Ettrze abanleiten 
nnd ansamatiensastellen, welche ihrer (nach den bisher bekannten 
Anwendungen bemessenen) geringeren Wichtigkeit entspricht, so 
mag es genügen, wenn hier ansser dem Hinweis auf die in dem 
früheren Falle benutzten Methoden, nur noch erwähnt wird, dass^ 
wie Jacobi in der mehrfach genannten Arbeit*) mittheilt. Le- 
gend re's Formel im §.51, ad 4 für ein unendliches m den Werth 
verschafft; 

n(n) r ^ coBtiupdq) ^ il(m+n) a* 

""«"/ (l+a*-2acos<pr**-*"" U(w) (i _«*)•+* ' 
den man noch weiter transformiren kann, wenn für die JI die ba- 
kannten Ausdrücke eingeführt werden. 

Die Kettenhrliche. 

§• 62. In der Abhandelnng über die hypergeometriacha Reihe 
lagt G-anss, dasa der Quotient aweier bjpergeometrischen Baihen 

sich in einen Eettaibnich von besonders einlacher Form 

1 



i^'^ 



1— etc. 

entwickeln lässt, in welchem die a gewisse Constante nach x be- 
aeichiieii, die er auch angiebt Wird im besonderen Falle ß^O, 
00 gehl die ^e Seike in 1 1lb«r; Tertanseht man no<jli f mit y-^l, 

*) Cvelle» JobbmI t lfaä^ Bd-XV, Tmuimatf&iin Iw^rfhamUir Inlignli. 



9o ISsat neb also F{a, 1, Y,aß) d« h. 

^ . a . a(a+l) , 

selbst darch einen Eettenbruch ves tngßgebeiier Foim darstellen. 

In der Arbeit: Methodus nova integr. valores etc. wird ma 
specieller Fall betrachtet, nümlich die logariilimische Beihe 



*'^(j3l) = y"' + ?+^*^-' 



abo — FH^lf^ffT^), weldie daher einen Eettenbrueh 



^ «jiT^ 



i_ö.r* 



l-^ete, 

verschaffen muss, der durch Entwickelung der einzelnen Brioba 
yermittelst Mnltiplication mit y noch transfonnirt werden kann. 
Vertauscht man noch y mit x, welches man sich reell und > 1 
denken mag, so ergiebt sich aus den allgemeinen Untersuchungen: 
£b lässt sich 

in einen Kettenbruch 

(a) ... -- 



X *■ 



X 



X — etc. 

entwickeln. Die Nenner der Nühenmgsbrüche und ebenso ge- 
wisse hierbei vorkommende Reste haben einen merkwürdigen Zu- 
sanunenhaog mit den Eugelfunctioaen, den Gauss in der auletai 
erwähnten Arbeit entdeckt hat Dieser Zusammenhang soll im 
Fegenden ao^esucht werden ^ man setzt hierbei die erwähnten 
Folgerungen aus allgemeinen Sätzen nicht voraus | und findet g^ 
l^entlich die Bestimmungsstücke a des Eettenbruchs. 

gw 63» Es seien 2^ und iV;» die auf gewöhnliche Art gebilde- 
ten Zähler und Nenner des n*** Näherungswerthes eines Eetteft- 
bmchs, und zwar zähle man das n so, dass in dem Italic, ia 
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welchem ein Brach von der Form des im §.62 am Schlüsse er- 
wähnten (o) Yorliegt, 

Z^ = 1, Z, = X, etc, 

iVj Ä a?, N^ss «•—01, etc. 
sei; man weiss, dass dann allgemein 

Z« ^ a^Z«|^i — Om^iZnJJij 

Nn = «iV«-! — O»^ JV.-.2 

wird. Hieraus folgt sogleich, dass der Grad von Z« und Nn resp. 
n— 1 und n ist, dass femer diese Functionen als Olieder höchsten 
Grades nach x resp. xf^^ oder af^ enthalten. Endlich ist auch be- 
kannt, oder lässt sich aus den letaten beiden Gleichungen leicht 
beweisen, dass 

wird. 

Hängen Grössen Z und N durch die Gleichungen 
Zj =1, Z, Ä X, JV, =0?, iV, = a:* — ttj , 
und für jedes n, welches grösser als 1 ist, ausserdem durch 

Z» ^ xZn^i — a»-.lZ».2; 

zusanunen, so sind Z» und 2V« auch umgekehrt die auf gewöhnliche 
Art gebildeten Zähler und Nenner von dem n^*^ Näherungswerthe 
des Kettenbrachs 



aj — etc.. 



X 

Der Beweis folgt unmittelbar daraus, dass Z« und IV« durch jene 
Gleichungen vollständig bestimmt sind, und dass man die Zähler 
und Nenner der Näherungswerthe des Kettenbrachs eben successive 
durch diese Gleichungen bildet 

Kann irgend eine Function g> durch einen Brach, wie (a) im 
vorigen Paragraphen, dargestellt werden, so ist fp der Werth von 

Z 

— ftlr M SB oo ; bildet man also eine Beihe von Gleichungen 
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~:±L__*i_ _ a|g|.«.gii 

Nn+t JV. - iV.JV,+, ' 

etc. etc. 

und addirt^ so ergiebt sich 

Abgesehen von der Function y würde man jedenfolls finden , dass 

Z Z 

immer -j^ — -z^ gleich dem Ausdrucke auf der rechten Seite ist; 

z z 

wenn rr^ für » = 00 eine Grenze hat, die durch -^r^ bezeichnet wird. 

Beachtet man den Grad der hier vorkommenden Grössen, so 
folgt: Lässt q> sich in (a) entwickeln, so muss der n^* Nenner 
iV«s«*-fctc. so beschaffen sein, dass Nn^f—Z^^ nach absteigen* 
den X entwickelt, keine höheren Potenzen von x als die —{n+iy^ 
enthält. 

Man kann die Form von Z und N noch genauer bestimmen; es 
enthält nämlich JV, nur Potenzen die mit n gleichartig, d. h. deren 
Exponenten mit n zugleich gerade oder zugleich ungerade sind, und 
Z, enthält nur Potenzen von gleicher Art wie (n— 1). Für die 
ersten Z oder N, z. B. IV, , JV^ , iV, ist dies ohne weiteres klar, fUr 
die anderen durch die Recursionsformel 

Nn = a?JV,-i — a,-|iV,-2 
und durch diejenige welche den Z entspricht bewiesen: in der That, 
ist Nn^2 gleichartig n — 2 also auch n, und Nn^i gleichartig n— 1, 
so wird xNn-i gleichartig n; es muss also N von der Form sein 

JV, = a?*+c,a5*""^+c^ap*"*+etc. 
Z* =s «•- «+ik,a?«-^+etc. 
Geht man nun zu Nn(p — Z^ (s. 0.) zurück, so lässt sich das Resul- 
tat bestimmter fassen, wenn zwei Fälle unterschieden werden: 

1) Ist n gerade, so wird JV. nur dann der Nenner des n^'" 
Näberungswerthes eines Kettenbruchs (a) sein könneuj welcher eine 
Fanction y darstellt, wenn c^ =s 1 und 

Uvloe, Handbuch d. KugelAioctiOBeo. 11 



169 I. Theih Sedbates Kapitel. §.68,46. 

(a) ... AT, Ä c^af+e^af'-^+'^'+c^, 
wenn ferner in dem Producte g>Nn die 0*% —1*% etc. — n** Potenz 
von X fehlen. 

2) Ist n ungerade^ bo mnss (e^ » 1) 

(6) ... iV, = a:(c^ap— *+c,aj— 5+...+c,«i) 
sein, und im Producte qpJV» fehlen die — !•% — 2'% etc. — «*• Po* 
tenz. Diese Eigenschaft fahrt zur Bestimmung der CoefScienten c. 
Wendet man dieses nämlich, um zuerst die Gleichungen 

für die e aufzustellen, auf die Reihe 9) = ^log an, 

d. h. auf 

(p z= a;-i+-^+ _ +etc. 

und bildet im ersten Falle die betreffenden Coef&cienten des Pro- 
ductes Nn(p, so sind alle Coefficienten von geraden Potenzen von 
Selbst 0; die übrigen ad 1 erwähnten setze man gleich und 
erhält dann 

-£i- + !^-L St- = 0, 



+ -^=^ + • • • -—2 3S 0. 



3 • 6 • fi + 3 
etc. etc. etc. 

n— 1^ n ^ 2n— 1 ' 
weil die Ausdrücke auf der Linken gerade die Factoren von dr~', 
df-', • . . a;~C"-i) in dem Producte N(p darstellen. ' Es sind dies genau 
in Qleichungen, d.h. so viel wie Unbekannte c,, c^, ... c» vor- 
kommen. 

Im zweiten Falle wird 

3 "^ 5 ■^"■|i+2 ^ ' 

5^7^ n+4 ' 
etc. etc. etc. 

n ^n+2^ Sn—l 
m setsen sein, and man hat i(n— 1) Qleichongen, so vifil vm Un» 
bekannte c,, c^, etc. c_i existiren. 
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Diese Sjrstome toü Oleichnt^gen sind meni Toa Gauss in 
der erwähnten Arbeit über die mechanidöben Quadraturen aufge- 
stellt und gelöst worden; er findet die Unbekannten durch ein nicht 
nHher toü ihm angegebenes Verfahren. Femer ist von Jacobi *) 
eine Auflösung geliefert; welche hier mitgetheilt werden soll. End- 
lich hat der Verfasser **) die Systeme verallgemeinert, durch directe 
Ebmi&atioti der Unbekannten aufgelöst; und dadurch die Resultate 
von Gauss von der logarithmischen auf allgemeine hjpergeome- 
trische Beihen übertragen. 

Nach Jaeobi löst man die Gleichungen und seigt asugleich 
dass die Auflösung bestimmt ist; indem man zunächst die Auf- 
gabe durch eine andere ersetzt. Man sucht nämlich im Falle 

1) die Function AT» von der Form (a) pag. 162; für welche 

f^Ndx^f^Nxdxs:^f^Nx^dx = etc. ^ f^Naf'-^dx = 
— i -1 -1 -1 

wird; es ist das erste, dritte, fünfte etc. Integral offenbar das Dop- 
pelte der linken Seiten der ersten > «weiten; dritten Gleichung im 
ersten Systeme, verschwindet alsO; weil die c diesen Gleichungen 
genügen sollen; während das sweite, vierte etc. Integral ist; weil 
diese Integrale unbestimmt genommen nur gerade Potenzen von x 
enthalten. Man wird die Function N und zwar auf eine Art be- 
stimmen können (s. unten). Im Falle 

2) sucht man aus ähnlichen GrUnden eine Function A» von der 
Form (6)^ für welche 

Pjidx = /* Nxdx = etc. ^ PNaf'-^dx = 0. 

Die Bedingungen in den beiden Fällen, dass eine Beihe ge- 
wisser Integrale verschwinden soll, kann man in eine andere Ge« 



*) Grelle, Jöumal f. SiatH. Blli üeber Gauss neue Methede, dieWerthf 
der Integrale niherung^weise su finden. 

••) Grelle, Hvaoktk f.liatb. Bd. XXXil: Bebreiben an Jaoobi fiber Ver- 
wandlung Ton Beiben in Kettenbvikbei und Bd. XXXIY: Untersucbungen über 
die Beibe 

(i_,)(i-,r) 

IL AhHWHi BA. LVII: Ueb« fi« ZIbte vcA Ncimtr ron KettaArOdtan. 

11* 
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fttalt bnngeii; indem die Formel fiir die Integration dardi Theile 

juit = WC — jtdu 

wiederholt angewandt wird. Hier stellen u und t) ganze Fanctio- 
nen von x vor; es lässt sich also unbedenklich, wenn it gegeben 
ist, ein solches x> wählen, dass t? flir x^ —\ verschwindet, und u 
wird nicht unendlich. Daher hat man, bei so gewähltem «, auch 

juiv Ä WD^ ftdn; 

setzt man nun usz af^^ doss N, also p ss /Ndx, indem vorläufig 

N irgend eine ganze Function von x bezeichnet, später erst unseren 
Nenner, so wird 

(c) ... /x'^Ndx = x''/Ndx — tn/x^^^dx/Ndx, 



ß^-ß 



-1 -1 —1 -1 

woraus für »i = 0, 1, 2 folgt 

fxiidx = xfNdx-jNdx^ 

fx^Ndx = x^r^dx'-'^rxdxpNdx. 

Die letzte Formel verwandelt sich durch die vorhergehende, wenn 
in dieser jNdx statt N gesetzt wird, wodurch 



— 1 



CxdxCvdx = xf^dx^'^ftidx^ 



-1 -1 -1 -i-i I 



entsteht, in 

fx^Ndx = x^jNdx-2xjNdx^+ijNdx\ 

—1 —1 —1 -1 

Allgemein, wenn für alle m, von m s bis m ss m, die Integrale 
überall von —1 an genommen, die Gleichung besteht 

fa^Ndx = x^/Ndx--(ü^a^^/Ndx^+i^^ a;-^ /^daj'-etc, 
also auch nach Vertauschung von N nnt /ifdx die Gltiehuiig 



I 



I 
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80 findet man nacb (c) 

d. h. einen Ausdruck von derselben Forni; wie der bis m^^m gel- 
tende noch für fii = m+U Gelegentlich kann Linzagcfttgt werden, 

dasB 

aiHU^m+l, aL'its=(m+l)fli'\ oL'li = (w+l)ai?\ etc., 

woraus sieh der Werth aller a ergiebt; n&mlich 

oiI|i = (m+l), 

aL'li = (w+l)m, 

alfii = (m + l)ai?^ = (iii+l)m(m-l), etc. 

schliesslich auch 

/üof^Ndx == af'/Ndx — maf^-^/Näx^ 
—1 -1 —1 

+ i»(m — l)aj«^' /^cte»-etc.+ w (m— 1) . . . 1 /^(fc*+^ 

—1 -1 

Aus diesen Hulfsformeln sieht man, wie die Bedingungen 

ad 1 und 2 sich in die anderen umgestalten, dass 

/ifdx, jNdx\ . . . flfda:^ 

für xss 1 verschwinden müssen ; dadurch ist aber N bis auf einen 
Constanten Factor vollständig bestimmt, welcher aus der Eigenschaft 
von N, dass es mit x^ beginnt, gefunden wird. Setzt man nämlich 



/' 



Ndx" s=(p(x), 

so ist ip{x) eine ganze Function, ausserdem vom Grade 2n, da JV 
vom n**" Grade war; ferner ergab sich dass y(l) = y'(l) = etc. 
s=: ^«-'(1) s 0, was sich so ausdrucken lässt, dass (p{x) durch 
{x^l)* theilbar sein muss. Ausserdem ist noch 9>(^1 ) = ^^C— 1) =^ etc^ 
« ^p*^*(— 1) « 0, also q>{x) auch durch (a?+l)*, folglich durch 
(«*— 1)» theilbar, und als Function 2«*«» Grades (p{x) = *(iP*— l)*, 
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wenn k eine Constante bezeichnet. Hieraus folgt 

und daher bis auf eine Constante snP^(xi}] es filngt aber «lit af^ 
an^ so dass genau der Werth von N wird: 

Zn ist dann die ganze Function (m—I)*^'' Grades, welche dureb Mttlti' 

r- ) entsteht. 

§. 64. Ganz abgesehen von den KeitenbrucbentwiekdaBgen 
ist hierdurch genau bewiesen, dass eine ganxe Foneiion fi**" Grftdea 
JV» =3 i^ existirt, so beschaffen dass 

x+1 



iP>g 



«—1 

in die Summe einer ganzen Function vom offenbar («— 1)'** Grade, 
Z» vermehrt um einen Best S» zerftillt, welcher nur negative Po- 
tenzen von X von der — (ft+l)*^ an incl. enthält. Z» und 5« hat 
schon Gauss entwickelt, aber das erste in weniger übersichtlicher 
Form ab die welche sich nach den Untersuchnngen von Christoffel 
herausstellt. Benutzt man nämlich die Gleichung (23) 

1.2... ft 
und multiplicirt sie mit ' "' -r, so wird 

(a) ... iKH^^Zn+S,, 
WO Zn eine ganze Function von x ist, nämlich 

^- - rfc^-ij (^r^'-+ ^r^ ««•). 

^•""1.3...(2«~1)^' 

x4-l 
so dass, wenn -(log r sich in einen Eettenbruch der verlangten 

Fonoa entwickeln lässt, der Zähler des n*«" NäherungswerÜiefl Z», 
der Nenner Nn^ P^ü und der Best 5, durch Kugtlfiinotieuen au^ 
gedrückt worden sind. 
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Es bleibt noch übrig, die Möglichkeit der Entwickelung nach- 
zuweisen; und den Bruch selbst zu finden. Dazu fasse man fol- 
gende Bemerkungen zusammen: 

1) Nach der Gleichung (a) dieses Paragraphen unterscheiden 

sich -lloff und — ? nur un — , also wenn man sich wie es hier 

immer geschah, a:>>l denkt, um eine convergente Beihe, welche 
mit der —(2ii +!)*•" Potenz von x anfängt. Für n = oo werden 
daher beide Terme gleich, oder 



»'»"^O"!". <•=»)• 



2) Es sind die P durch eine Gleichung 

verbunden» Denn nach (16) ist 

fiP*-(2n-l)a;r-*+(n-l)P^^ = 0, 
also nach p. 118 

(6)... i>;-.ir+_J^^^C-^ = o. 

Man erhält dadurch eine Gleichung von der vorerwähnten Form und 

_ n» 

^■^ (2n— l)(2n+l)' 

femer ist io = «j ^o = *'— i = x^—ai . 

3) Multiplicirt man (6) mit ^log -, wodurch jedes Glied 

JPlog r in eine ganze Function und einen Best zerfallt, so muss 

dieselbe Gleichung zwischen den ganzen Functionen (und zwischen 
den Besten) fUr sich bestehen, also hat man auch 

(c) ... Z, ^xZn^l + an^^Z»^2 =* 0. 

Aus (fc) und (c) leitet man aber als Werth von — ftir jedes n nach 
p. 160 den ersten Theil des Bruches (a) im §. 62 ab, welcher mit 
— ^ achUesst; es iat daher ^log r wirklich in einen Eettmbmeh 

X X"" \ 

von gegebener Form entwickelbar, und der Bruch selbst, wegen 
de» oben gefondenen Werthes von a». 
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x+1 1 



Jlog 



1 



a;— 1 1.1 



2.2 



3.3 



0?— etc. 



A n li A it s« 

§. 65. Im Vorhergehenden sind die Eigenschaften der Kugel- 
functionen einer Veränderlichen und ihrer Zugeordneten entwickelt. 
Es wurden hierzu zwei Methoden benutzt, von denen die eine als 
die ältere bezeichnet werden kann, nämlich diejenige, welche diese 
Functionen als Lösungen gewisser DifTerentialgleichungen betrach- 
tet. Man hat gesehen , wie eine Beihe merkwürdiger Eigenschaften 
durch diese Methode ermittelt wurde, die zwar auch auf andere 
Art sich ergeben, aber zum Theile weniger leicht oder weniger 
naturgemäss. Hätte man diese schon historisch berechtigte Me- 
thode übergangen, so würde eine bedeutende Lücke geblieben seiui 
indem z. B. bei Aufgaben der mathematischen Physik, in denen die 
Kugelfunctionen auftreten^ gerade die Eigenschaft, d&ss sie die Dif- 
ferentialgleichung integriren, die primitive zu sein pflegt. 

Die andere Methode lässt unsere Function als Entwickelungs- 
coefificienten auftreten, und ist vorzugsweise zur Darstellung der- 
selben durch bestimmte Integrale und besonders für die Q geeignet. 
Durch den Beitrag den sie zur Lehre der bestimmten Integrale 
liefert, besonders wenn die mit n bezeichnete Grösse aufhört ganz 
zu sein, oder wenn x imaginär ist, und wenn es auf sorgfältigere 
Untersuchungen ankommt, möchte sie, abgesehen von der Leich- 
tigkeit, mit der sie manche Fragen im Folgenden bei verhältniss- 
mässig geringer Bcchnung liefert, nicht ohne Werth, und somit 
die hier gegebene weitere Ausführung dessen berechtigt sein, was 
Jacobi im 26^**" Bande des Crelle'schon Journals in seiner 
mehrfach erwähnten Arbeit noittheilte. 

Die Function P* wurde zunächst durch die Entwickelung einer 
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Qa«dratwiirzel dngeführt; die allgemeinere Form 

hat schon Qauss in seiner Arbeit über die hypergeometriache 
Reihe nnterBucht. Entwickelt man dieselbe nach aufsteigenden a 
in eine Reihe 

BD wird 

_ n(v+H^l) , / n(n-l) x-"^ 

• il(y~l)il(fi)^ \^ iC^+i^-l) 4 



n(«^l)(>i^2)(>i-3) ^>"^ Y 



1.2(ii+v— l)(n+V— 2) 16 
es lässt sich also C» nach (28) vermittelst eines vielfachen Differential- 
qnotienten darstellen. Um diesen in eine möglichst bequeme Form 

zo bringen, stelle man C» durch eine nach «ss fortschrei- 

tende Reihe dar, wozu man am leichtesten sogleich in Sl diese 
Transformation voniimmt. Dadurch wird 



^=[('-K'+7i^F)r' 



behandelt man diesen Ausdruck wie mit einem ähnlichen^ der sin*-^ 

enthielt, im §. 4 verfahren wurde, so findet man 

(2y)(2v+l)...(2v4-ii— 1) „/ . „ 2i>+l \ 

im besonderen Falle y s | die Reihe (c) des §, 4. Setzt man 

non in (28) 

a= 0, 6= 2p+1, 
so wird 

(X ^1} i^ ^ n(n)'(2v+«)(2y+n+l)...(2y+2n-lj<te«^'^ ^ 
Diese Formel tritt zuerst in Jacobi's Abhandlung über die hjper- 
geometrische Reihe auf, und ist*) aus seinen hinterlassenen Papieren 
mitgetheilt. 

Gauss entwickelt Sl nach Cosinus der Vielfachen von 0, wenn 
wieder x = cos gesetzt wird, in eine Reihe 

A + 2i4j cos d + 2iis cos 2(? + etc. 

•) Borchardt, Jooni. f. Math. Bd. LVI, (. 5. 
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deren Coefficienten A zunächst in der Form des im §.48 erwÜm- 
ten Eul er 'sehen Integrals auftreten also im wesentlichen FZ Bind* 
Gavss Iningt sie in die Form Ton Reihen^ die sXmmtlich hyper- 

geometrische sind, und entweder nach a, oder , , oder ttttTm 

oder endlich nach ; -^ fortwhreÜen. Hansen*) erwfthnt «ne 

(«-!) 

Entwickelung von Si selbst nach Potenzen von -ttt» ^'^ ^^ ^i* 

den Fall y s= ^ ausfuhrt. Endlich vergleiche man über die namerische 
Berechnung der Ä noBser der H^c. c^l. und den Exerdces noch 
das Habilitationsprogramm von Scheibner**). 



II. T hellt 

Die Kugelfrinctioncn mehrerer Veränderlichen. 



Erstes Mapitel» 

Entwickelung der Kugelfnnction erster Art nach Laplace. 

§• 66. In der Einleitung wurde geseigt^ wie Laplace in den 
Memoiren von 1782, von der Entwid:elnng der Beciproken der 
Entfernung zweier Pvnkte im Baume ausgehend , auf wdohe ihn. 
das Potential führte, zu der Eugelfunction P* gelangte, in der als 
Argument eine Grösse cos;" vorkam, welche nicht immittelbar ge- 
geben war, sondern die gegebenen Stücke, (nämlich die Winkel 
welche die Lage zweier Funkte bis auf ihre Entfernung vom A]^ 
fangspunkte bestimmen) in der Verbindung 

(47) . . . cosy = cosÖcosöj+sinÖsinÖ^cos(i^— ^,) 
enthielt Es lag und 0^ zwischen und n, yf und i|ß^ zwischen 
und 3^. Denselben Winkel führt Legendre auch in den Savans 



*) Entiridkelong der negativen and ungeraden Potenaen der Quadratwunel 

etc. f.ini no. 48. 

**) Ueber die Berechnung einer Gattung ron Functionen, welche hd der 
Entwickelung der Btörungsfnnction erscheinen. Gotha» 186S. 
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^tnungers S. 418 ein. La place gab dann die Differentialgleichung 
(0) des §. 2 fllr P*(co8^), auf welche er durch die in der Einleitung 
angegebenen Betrachtungen geführt wurde, und entwickelte mit 
ihrer Hülfe P(co87') nach Cosinus der Vielfachen von {yf — %\ 
während Legendre an obiger Stelle nur das von (V^— V^,) unab- 
hängige Glied dieser Entwickelung fand, und endlich in den Me* 
moiren von 1789 S. 439 die Laplaee'sche Entwickelung in die 
schliessliche elegante Form brachtOj in welcher sie jetst überall 
auftritt* 

Am directesten gelangt man zu der Grleiehnng (a) des §.2 
wohl auf dem Ton Laplace eingeschlagenen Wege; nach dem 
hier gewählten Gange, bei welchem zuerst die Eigenschaften der 
Functionen einer Veränderlichen untersucht und tfXr 1^(«) eine Dif- 
ferentialgleichung nach z aufgefunden wurde, schobt es vorzuziehen, 
dies» Differentialgleichung m Grunde zu legen, und ans ihr,, mach 
den Andeutnagen der Anmerk. im §• 11, d» i. nach der Methode 
von L«gendre*) in den späteren Arbeiten, die partielle Differential- 
gleichung (a) abzuleiten. 

Es war die Gleichung welcher f*(z) «5 / geniltgte, iiadi 1. 11 

(,_,.)g_2,g+«(«+l)^«0; 

setzt man nun 

% SS acos(f+ftsinOcos^-f esin0sin^ 

und bezeichnen a, b, c, üonstanten nach und V^ ^b mögen diese 
Veränderlichen reell oder imaginär sein, so wird 

d% 
•3-|-ss '^aAnO+b^QwOcoByß+cco^dBmyf, 

dz 5*» 

'^^ WS (^b$in%lt+ccontfi)Binff, ^^ « --{booB^+eBmilf^Brnff. 

Daher geht 

in Ä^+B^ über, wo 

•) Ezereioes T. II, 5>i»« psrtie §. XI, p. 368. 
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A = y-KßJ +(68in^ — CC081/;)* 

wird. Die Ausführung der BechnuDg zeigt, dass Ä vermehrt um 
»•—a* — Ä'— c* verschwindet, dass Ä= —2«, dass also (a) sich in 

verwandelt. Waren a, 6, c so gewählt, dass a'+6'+c*=l, so 
wird nach der Gleichung (9) vorstehender Ausdruck =— fi(n+l)/i 
so dass P"(s) der Differentialgleichung gentigt 

(48)... |V + eotgöf+^|^+«(«+l)^-0. . 

Solche Werthe a, fc, c, welche ä'+6*+c*s=1 machen; sind 

cos 0^ , sin 9| cos t^| , sin 0^ sin ^^ ; 
setzt man dieselben ein, so verwandelt sich s in die rechte Sehe 
von (47), und f » P*(cosy) genügt der Gleichung (48). 

Ehe wir zur Integration derselben schreiten, sollen die Formen 
aufgeführt werden welche sie annimmt wenn man flir cos 9 eine 
Grösse SP einAlhrt, oder für diese wieder eine andere Q^iyx*—1. 
Um die Symmetrie zu erhalten, kann man dann in dem Ausdruck » 
auch für cosö, eine Grösse a?j, resp. P| = i 1^«?— 1 einführen; ge- 
schieht dieses, so gestalten sich unsere Resultate wie folgt: 

Setzt man 

(47, a) ... » = oJiTi — iV— l}/a?'— lcoB(yi — V't)j 
so wird f=sp*{ji) der Differentialgleichung 

(48,a)... ^((l_.«)|)+^-j-l^|^ + «(„+l)A=0 



genügen, oder auch für p = f )/a;*— 1 der Gleichung 

(48,6)... ^yiiv^(?y'i=7^)+|^.+»(«+i)pV=o. 

Eine Grösse die von x, x^ etc. durch (47, a) abhängt, 
soll im Folgenden immer durch « bezeichnet werden, 
so wie Y für eine von 0, etc. durch (47) abhängende 
Grösse gebraucht wird; ferner soll zur Abkürzung zu- 
weilen 
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(47, c) ... 9 = V— V'i 
gesetsst werden. 

In (48) kommt nnr 6 und yß nicht aber 0| und t^, vor; wegen 
der Symmetrie des Ansdnicks cos;^ mnss aber fiir P"(co8;') noch 
imnier eine Gleichung von der Form (48) bestehen, wenn man 6 
in derselben mit 0^ oder tp mit xp^ vertauscht, allgemeiner wenn 
für 6 irgend eine der zwei Grössen 6, 0^ , für %p irgend eine der 
beiden % ^|, gesetzt wird. 

Es ist P^(cos^) eine ganze Function vom Grade n von cos;', 
daher auch von cos0, sindcosi;/, sind sin y^. Von jeder ganzen 
Function der drei Grössen cos d^ sindcos^, sindsinV/, welche für/* 
gesetzt der Gleichung (48) genügt, sagt man, sie gehöre zur 
Gattung der F* in Bezug auf und V^; ähnlich von jeder 
ganzen Function von x, cos^ ya?*— 1, siny; ^o?*— 1, die (48, a) ge- 
nügt, sie gehöre zur Gattung der P" in Bezug auf x 
und V'. In Bezug auf die Zeichen der Wurzeln gelten die alten 
Bestimmungen, deren Zweckmässigkeit man hier einseben wird, wo 
immer zwischen und n liegt, also nach der alten Festsetzung 
y«' — 1 für d^sscosd immer genau mit tsind übereinstimmt. 

§• 67. Wir gehen nun zur Entwiokelnng von J^(a) nach den 
Cosmus der Vielfachen von q> über; da « in keiner höheren als 
dar 11^" Potenz in P"(«) auftritt, so kann P" kein blSheres Vielfache 
von fp als das n fache enthalten; da femer nur dn Glied %*, also 
nnr eines cos" 9 enthält, so kann auch cosfi^p nicht fehlen. Es hat 
P"(») die Form 

2 fiMCOsm^, 



wenn u weder '^ noch \ff^ , sondern nur x und x^ enthält; fletal 
man diesen Werth statt f in die Gleichung (48, a), in welcher ^ff 
nicht selbst vorkommt, sondern nnr als Buchstabe nach dem dif- 
ferentiirt wird, so bleibt nach dem Einsetaen die linke Seite von 
(48, a) eine Beihe, die nach Cosinus der Vielikchen von q> geord- 
net ist: soll sie verschwinden, so muss jedes Glied Air sich ver- 
schwinden. LSsst man in den m*^ Gliedern den gemeinBameB 
Factor cos »19 fort, so nrasB demnach«« der Differentialgleichung 
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genüges. Dies« stimmt aber mit (39) übereiii| und ist durch die 
Form 

im §.56 Tollständig integrirt, wo g und h Constante aind^ d« h. 
kein X enthalten, oder da u nur von x und x^ abhängt^ wo g und 
k nur x^ enthalten können. Man sieht auf der Stelle ^ dass alle h 
verschwinden müssen : denn setzt man für Um den gefundenen Werth 
in ''"(«); so verwandelt es sich in 

£ gmK{x)(io%mg>+2 »»(?l(«)cogi»f ; 

MSsO mssii 



P wird für kein endliches x, also auch nicht fUr o; = 1 unendlich, 
während 0(1) == oo ist, so dass alle h verschwinden müssen, und 
als Werth von /^(«) nur die erste endliche Reihe übrig bleibt, welche 
die g enthält. 

Wegen der Symmetrie von P^(«) in Bezug auf x und x^ muss 
dasselbe auch die Form 

£ k»K{9i)GQBmf 

wasO 

haben, wo k nur x enthalten kann; die beiden Cosinusreihen 

2gmK{iP)ooBmip, ^*«#C(a?j)cosmy 
mltosea also gleich, und weil die Gleiohheit ftLr alle 9 beeteii^ 
identisoh sein, oder 

J-.lC(«)s=fciJC(«,) 

während g nur x^, k nur x enthält. Hieraus folgt, dasi wenn 6« 
einen numerischen Werth vorstellt 

Sf«==6«/C(a:J, k^^b^K{x) 
wird, dass also 

(a) ... i**(») = -2? b^K{x)K(x,)coBmq> 

ist Diese Form bat LapUce angegeben; er bat aucb die Coa« 
Staaten bestimu^, aber die wahre Natur der KL in sofern mehi 
eriutniit, als er sie nach absteigenden f^i jfx*—! eatwiekelte^ fbr 
dieselbeu also die Beiben §.51 ad2 die nacb f geeignet sind an- 
wandte* Bei der Beptimmnag der b findet sich der Irrthnm, aaf 
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welchen an der citirten Stelle hingedentet wurde: der Fortschritt 
▼on Legend re bei dieser Formel besteht in der richtigen Be- 
stimmung der b Qjod darin; dass er fUr die FZ ihre eleganteren 
Werthe einführte. Man vergl. die oben citirte Stelle in den Me- 
moiren von 1789. 

Die numerischen Constanten lassen sich wohl am leichtesten 
diwreh Berücksichtigung des Falles w ssiX^ssoo bestimmen i ttkr 
welchen sich * auf 2a^*sin*^9> reduoirt. Dividirt man (a) durch «?% 
80 wird nach (2) und (34, a) für op » oo 

abo 



2*» ' 'o" ^ sin'* 4 9 = i?*«cos«§p. 



- 1.3...(2» — 1) . 

u 
Bekanntlich ist 

. Qu 

(— 1)"2 sin'»4y = 2cos«5P — 2. — cos(ii— 1)9 



, . 2ii.(2fi-l) . ... ., ^,.2w.(2n-l)...(»^-l) 
+2 i__' cos(n--2)y + ..• + (— 1) 1,2...» ^ 

abo nach Umkehrung der Beihe 

= (-iri™-/l-2-^cosg.+2j.4|5i=^cog2v+etc.> 
^ ' jII(»)JI(n)N n+l ^ (ii+l)(ji+2) ^ / 

Führt man endlich eine numerische Constante a durch die Qlei- 
ohungen 

^ ' iI(»+m)JT(ii — w) ' 

^*°*\ 1.2.S...n / 
ein, so wird 6» =s (_!)"* all ^ also schliesslich 

(49, a) ... i^(») = /^(««4-y?=T|/^J=ricos9) 

^{-tfaZPm(x)Kiaf,)eonnup. 



Untersucht man mehrerer solcher Functionen für ein gleiches n, 
so wird es erlaubt sein, sämmtliche obere Indices fortanlassen. 

Der von Le|;endre suerst gegebene Sats ttber das von y 
freie Glied (§. 66), der hieraus ohne weiteres fliesst, lautet: 
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^/Vwag. = i»*(«)r(«.). 

u 
§. G8. Ausser dieser Entwickelang von P*(s) nach Cosinns 
der Vielfachen von 9 sind offenbar noch andre möglich; und ei 
sind auch noch andere bereits ausgeführt worden. Im dritten und 
vierten Kapitel wird uns eine solche beschäftigen, welche nach ge- 
wissen ganzen Functionen von neuen, statt und yp einsufüh- 
renden Veränderlichen fortschreitet; hier soll nur noch die- 
jenige erwähnt werden, welche Hansen im 4***^ Bande der Abhandl* 
d. Sächsischen Gesellschaft d. W. in der schon früher genannten 
Arbeit*) durchgeführt hat. Es bedeuten und 0^ dort die Brei- 
ten zweier Himmelskörper, während 9 die Neigung ihrer Bahneil 
vorstellt; wenn die letztere klein ist, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen von 9 für die numerische Rechnung keine 
Bedeutung, wohl aber eine Entwickelung nach Potenzen von 
sin^^) oder tang(4^). Nach solchen Grössen ordnet Hansen 
die Function /^(cos;") (bei ihm, in n^ 21 ist D« unser P"(co87)), 
und verwandelt die Goefficienten , die bei unserer Darstellung Po- 
tenzen von sind, cosd, sind^, cos^i enthalten würden, in Beihen 
die nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von und 0^ 
geordnet sind. Man Übersieht aus (49, a), wenn man sich cosm^ 
in eine Potenzreihe entwickelt denkt, dass jene Coefficienten linear 
aus den Aggregaten Pm(cos0).P«(cos(?J zusammengesetzt sind; es 
käme also noch darauf an, jedes der Aggregate nach den trigono- 
metrischen Functionen der Vielfachen von und 0^ zu ordnen. 
Httlfsformeln dazu sind im §. 51 ad 3 gegeben , aus denen man er- 
kennt dass jenes Aggregat mit (sin sin dj^"* multiplicirt aller- 
dings eine einfache Entwickelung liefert; dagegen würde schon 
Pfl»(cos0) selbst eine complicirte Entwickelung nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen geben, indem man dazu sin*"0 in eine solche 
Beihe verwandeln und diese mit 

co8(«— m)g+ ^ rg —1^ CO* (*—<'*'" 2)^+ etc. 



*) Entwickelong der negaüren and ungeraden Potenien der Quadratwnnel ete. 
8.385 — 376. Man vergl. auch das Programm von Soheibner. 
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moltipliciren muss. Hansen hat dieses vollständig durchgeführt^ 
und die Beibe durch Hinzufügung von vielen Tafeln für die nu- 
merische Rechnung brauchbar gemacht. Da die Formeln sich nicht 
wesentlich ssusammenziehen, und die Entwickelungen jenes Auf- 
satzes ohne HinzufUgung der Tafeln einen grossen Theil ihres Wer- 
thes verlieren müssten, so übergehen wir hier dieselben mit Ver- 
weisung auf das Original; und begnügen uns damit; die Aufgabe 
und die Methode, durch welche man sie mit Hülfe unserer For- 
meln lösen kann auseinandergesetzt zu habeu. 

In n^ 37 seiner Arbeit hebt Hansen einen besondern Fall 
seiner neuen Darstellung von P" («) hervor^ von dem er später An- 
wendungen geben würde; da unsere Formeln die Lösung für die- 
sen leicht verschaffen ; so soll er hier näher betrachtet werden. 

Es ist dies der Fall, dass P*(cosa cos/9) nach Cosinus der 

Vielfachen von ß zu entwickeln ist; um diese Aufgabe nach (49; a) 

zu lösen ; setze man dort 

0^1=0; a; = sina; 7=/9 
und findet 

P*(cosaco8/J) Ä ^(-l)"'a«P«(8ina)P«(0)cosiii/y. 

Die Grösse Pm{p) ist eine Constante, = i'"5p^(0), also wenn 

n — m ungerade ist, im anderen Falle das Product von t"" und dem 

von X freien Gliede in ^m(a?), daher (cf. p. 120) gleich 

n 

(-l)^n(n-w) 



' 2.4,..(« — m).(n+m + l)(n+m + 3)...(2n — 1) 
Zieht man dies mit a« zusammen ; so folgt 

D"/ ß. rt v/ -iri^ co8'"aiJ«,{sina)cosfiiÄ 

7-^ -^ 77-r (cosacos/S) = 22r(— 1) ^ ^-^ ^ s- 

1.3...(2»— 1) ^ r/ \ y rT^ + ^ n^ — ^ 

^^~2^"~2~ 

die Summe über alle n gleichartigen m von bis n^ und für masO 

die Hälfte genommen. Für ^*(sina) ist die Reihe (34) 

sm— a 2{L^l) ^«»"~" «+ etc. 

die nach Potenzen von sina absteigt, oder nach p. 142 

/^*V"Y / ^ (n— m)(2j»+l) , ^ \ 

m nehmen. 

H*lne, BuidbOGh d. Kugalftioctioiieo. 12 
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§. 69, Dieselbe Grösse -P*(cosaco8/?) lässt sieh noch in eine 
andere Form durch (49, a) bringen, indem man a;Bcosa, x^ sscos/f, 
ipss^n setzt. Dadurch entsteht 

J^(cosacoB/S) = 2{-ir(hmP2m{00Ba)P:t»(C09fl)C0B2mip, 

wenn über alle ganzen m von bis 4 n summirt wird. Diese For- 
mel lässt sich noch verallgemeinem, indem man (49, a) im ganzen 
ffimal nach cos 9 differentiirt und dann cosy = setzt. Die linke 
Seite wird dann 

(_l)-(y5rzrygrz:i)«^^^ (co89 = o); 

der m** Differentialquotient verwandelt sich nach §. 43 in 

1.3...(2n-l) 

Femer wird fbr cos^) = und m > 0, 

a(co8 5p) "(P) 

Fasst man alles zusammen, und fuhrt auch rechts statt der P die 
$ ein, so findet man endlich 

Diese Gleichung gestattet auch eine ümkehrung, d. h. sie giebt 
auch einen Ausdruck des Productes $»(a;)$M(^i) durch die Func- 
tionen ^«(aJiCi); ^m+2{xx^), ctc. Es mag genügen, wenn hier nur 
das Besultat der Elimination angegeben wird, welches sich wohl 
am einfachsten in folgende Form fassen lässt: 

d{xx,f "^ 2(2iii+2) d{xxS^'' 

■^2.4(2«t+2)(2m+4) ^(aÄr,)-*-* "^ 
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§. 70. Im §.68 wurde von anderen Formen gehandelt, 
welche die Function P{») annimmt; d. h. von solchen Beihen die 
nicht mehr nach Cosinug der Vielfachen von q> fortschreiten: es 
giebi aber auch noch andere Methoden, die ursprüngliche 
Reihe von Laplace absuleiten. Hansen*) theilt, um diese zu 
finden, das Argument z in zwei Theile, nämlich in 

a =s xxi , A a= — y«* — -1 /«J— 1 cos^, 

entwickelt rait Hülfe des Taylor'schen Lehrsatzes P"(a+Ä) nach 
Potenzen von A, setzt die Potenzen von cos rp in Cosinus der Viel- 
fachen von g> um, und sammelt dann sämmtlicho Glieder welche in 
Cosinus des gleichen Vielfachen von g> multiplicirt sind. Dadurch 
findet er als Factor von cosm<p eine Reihe derselben Form wie 
die rechte Seite von (6) im vorigen Paragraphen, welche er durch 
die linke Seite summirt, und so unmittelbar die Form von Laplace^ 
die Gleichung (49, a) erhält Die Hülfsgieichung (6), ebenso auch 
(a) des §.69 entwickelt Hansen, bei dem dieselben zuerst vor- 
kommen, nicht auf dem Wege, auf welchen man im vorigen Pa« 
ragraphen zu ihnen gelangte, (es wurde dort die Eenntniss der all- 
gemeinen Formel (49, a) vorausgesetzt) sondern auf eine seinen 
Zwecken entsprechende Art, welche man an dem angefiihrten Orte 
im §. 2 findet, und die nur den Ausdruck von P* durch einen n^^"^ 
Differentialquotienten voraussetzt 

Noch früher"^), in einer schon mehrfach erwähnten Abband* 
lang, hat Jacobi die Laplace'sche Formel durch ganz verschie- 
dene Prinzipien abgeleitet, die sowohl wegen ihrer Einfachheit als 
auch wegen der Wichtigkeit für das Folgende hier vollständig mit- 
getheilt werden sollen. Die Methode beruht auf einer zweckmässigen 
Benutzung der Gleichung (4, a) im §.6, welche ergab dass 

]/JCrgnc* "■/ Ä+BcoBfi+Csint) ' 

wenn, um nur den Theil des Satzes zu erwähnen, welcher hier in 
Frage kommt, Ä positiv und ebenso wie B und C reell, femer 

*) Abhandlongen der Sftchsuchen G^ellBchaft der W., I.Bd. 1862, B. 128— ISO: 
Ueber die EntwiokeUuig der Qr5u0 (1 — ^B + a*)'^ nach dcoi Potensen toh a. 
•*) Grelle, Jonm. f. ICsth. Bd.XXVL 

12* 



180 II. Theil. Erstes KftpiteL §. 70; 50. 

il*— jB*— C* positiv ist. Der Satz -wurde später (im §.47) noch 
yerallgemeinert und auch auf andere Werthe von A, B, C über- 
tragen; es scheint aber angemessen; die erste Formel zu Grunde 
zu legeu; welche mit geringeren Mitteln abgeleitet wurde. Beweist 
man durch dieselbe (49; a), so erlangt man diese Formel allerdings 
zunächst nur für den Fall; dass x und x^ reell und grösser als 1 
sind; da aber die zu beweisende Gleichung auf beiden Seiten nur 
ganze Functionen von x, x^, j/a?*— 1 und }/a:J— 1 enthält; so folgt 
unmittelbar; dass wenn sie flir die erwähnten Fälle gilt; sie auch 
für alle x und x^ richtig bleibt; wenn nur die Zeichen der Quadrat- 
wurzeln auf beiden Seiten gleich genommen werden. 

Denkt man sich x als den grösseren der beiden Werthe x 
und a?j; femer x positiv; und zerlegt 1 — 2a«+a* in 

(a:— aa?J*— ()/a;'~lcosip— «y^irj— lcosi//j)"— (/a?*— Isiny— aya?J— lein^, )*; 

so hat der vorstehende Ausdruck die Form -4*— B'— C*, wo 

A = (a? — aa?,) 
gesetzt; also bei hinreichend kleinem a positiv wird. Durch die 
Hülfsformel entsteht dann 

'2^ dfi 



1 _ 1 r 



yi-2aÄ+a» 2«y (aJ+co8(t/;-^)/a:*-l)-a(a?4 +co8(V/i-i7)|^a?J-l) ' 
entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen von 
a, so ist mit a" auf der linken Seite P^(s) multiplicirt; also 

(50)... n^)-rnJ {a> + .o.(^-r,)ixr=ir^^''' 

Es bleibt noch die weitere Transformation der rechten Seite dieser 
Gleichung; deren Zähler sich in eine nach Cosinus der Vielfachen 
von (V'i— ^2) fortschreitende Beihe der Form 

(a) ... c<,+ 2Cj cos (tp, — ^) + 2c, cos 2 (^, — iy) + etc. 
entwickeln lässt; während die Beciproke des Nenners eine Beihe 

(6) ... *o+ 2*1 cos (V — ^) + 2A, cos 2 (V — ^) +etc. 
giebt; wo nur für e und k ihre Werthe nach (33; a) und (36) zu 
setzen sind; d. h. 

_ 1.3...(2ii--l)n(n) ^ 

ll(n+ifi)ll(ii— m) ^ *•" — 
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und c„» =s wenn m>n, ferner 

Berücksichtigt man, dass das Integral zwischen und 2ft aus dem 
Prodncte der Reihen (a) und (b) sich bedeutend zusammenzieht, 
indem 

—J (a).(b)dfi = c^Ä^+2c^AiC08(V;— V;,) + 2c,*,co82(i/;— t^J+... 

was auch die Constanten c und k vorstellen, und dass in unserem 
Falle 2c^km sich in 

2(-ir. (1'3-'(^J^-^)V PZ(x)P::,(xAcosmw, 
^ ^ i2(n+»»)JT(n— m) "*^ ^ «v j^^"» V'^ 

oder verwandelt, je nachdem tn^n oder m>n, so hat man 
den durch (49, a) ausgedrückten Werth von JP"(»). 

§• 71. Es sind nicht sowohl die Zugeordneten Püix) und Om(a?) 
welche in den Formeln erscheinen, sondern es treten diese Func- 
tionen in der Kegel multiplicirt mit einem Cosinus oder Sinus wie 
cosm^ oder sinmi^ auf. Diese Verbindungen, also 

i^(a;)co8mi^, PZ{x)&mmyßf Qli{x)cosmxlJ, Qm(x)Bmfntlß, 

und zwar die beiden ersten von diesen vier so lange m^n, sol- 
len Kugelfunctionen mit zwei Veränderlichen heissen. Das 
Bedürfniss einer abkürzenden Bezeichnung hat sich bis jetzt nur Air 
die welche P enthalten herausgestellt, für welche dann die Buch- 
staben C und S, je nachdem der Cosinus oder Sinus von mrfj in 
ihnen vorkommt, gewählt werden mögen. Meistentheils ist es be- 
quem für x eine Grösse cosö zu setzen, wo reell oder imaginär 
sein kann; deshalb wird bestimmt, dass 

(51)... !^(coBÖ)cosmv.= C:(ö,t/;), 

I K (cosö) sin mt^ = Si(Ö,t//), ~ 

sein soll. Indices m, n und Argumente 6, ip dürfen überall, wo es 
ohne Zweideutigkeit geschehen kann, fortgelassen werden. 

Die CT und S" sind ganze Functionen vom n*** Ghrade der 
drei Grössen cos (9, sindco^ifßy sin sin t/^ 9 indem 

CZ±i8Z — i*8in«ö(cosfiiv^+f sin mv>)f}* (cosö) 
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wird; aber 

8in"*d(cosm^+f8inmt^) 5= (8in(?c08i/;+t8inÖ8mV^)"', 
wodurch die Behauptung erwie8eii ist^ wenn man erwägt, dasa $1 
nach C08Ö den (n — m)**" Grad hat. 

Setzt man in (38, 6) < s bo findet man für C und S mit 
Hülfe von (35) je einen Integralau8druck ; beide Formeln ziehe man 
in eine zusammen , indem man einen willkürlichen Buchstaben 
zu Hülfe nimmt; nämlich in 

CmCOBfna+S^sinma = 2 ^^ . -r ^X 

7i.n(2n) 

I (co8Ö+t8inöcos('^ — ^n cos 111(17 4^0)^17, 



indem isinö schlechtweg für ycos'ö— 1 steht, wo die Wurzel nach 
den früheren Bestimmungen zu nehmen ist. Auch dieser Ausdruck 
beweist die oben angegebene Zusammensetzung von C und S aus 
008^, etc.: man hat nur sin cos (17 — t^) in (sin cos ^) cos 17 + 
(8ind8int^)sini7 aufzulösen, um zu erkennen, dass C und S ganze 
Functionen n***^ Grades von cosd, etc. werden. 

Die (2it+l) Functionen (T und S" unterscheiden sich wesent- 
lich Yon den Producten P^.cosmt^ und P".sinii»^, für die m>nn 
Sollten diese noch ganze Functionen von cosd, etc. sein, bo wären 
sie jedenfalls vom höheren als dem n*^*^ Grade, da cosifi^ und 
sinmi/; nicht aus Potenzen von cosV' und sint^ von geringerem als 
dem vf^^ Grade allein entstehen. Ausserdem sind sie aber auch nicht 
einmal ganze Functionen: sie blieben sonst ganze Functionen für 
^ = 0, 80 dass /C eine ganze Function von cosd und sind wäre. 
Man weiss aber aus §. 45 dass PÜ^Cop) wenn m>n für einen ge- 
wissen Werth von x nämlich x =s — 1 unendlich wird, so dass ea 
keine ganze Function von x und /a?* — l sein kann. 

Die C* und S* sind ferner Integrale der partiellen Difi^eren- 
tialgleichung (48), d. h. genügen ihr fUr f gesetzt. In der That, 
macht man z. B. f=:C^=s Pi(cosö).co8m»/; so wird die linke Seite 
von (48) 

co8mt^r^ + cotangö^+(n(ii+l) -^)p:J 
und nach (89, a) gleich 0. Es sind also, in der Ausdrucksweise 
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des §.66, die C" und S* im ganzen (2n+l) Integrale von 
(48) welche zur Klasse der P* in Bezug auf und fp ge* 
hören. Jede Function die zur Klasse der P^ gehört, ist 
aus ihnen linear durch die Formel 

T(c«c5:+JLs:) 

mit(2n+l) willkürlichen Constanten c und k zusammen- 
gesetzt. [Ist nämlich f{0,yfj) eine solche Function^ so muss sie, 
nach Cosinus und Sinus von mi/; entwickelt , die Form 

Z (»M eos tn\p + Om sin m\fi) 
haben (m. vergl. §.66), wo f«» und t?« der Differentialgleichung 
der PH und Qm genügen. Es darf Qm nicht in der Function Tor- 
kommeU; ebenso wenig ein m welches grösser als n ist. etc. etc.] 

§. 72. Fasst man Ent Wickelungen gegebener Functionen nach 
C und S in's Auge, so ist analog dem in §. 14 untersuchten Integrale 

hier als Hülfsmittel 

A = /'''sin e ioC^CtSfn d\p 

u ü 

B = f^'^in 6 ddp'' a^S^j, dxfß 

u 

D :=r f'' Bind ddf^^SlS'^dtp 



zu betrachten; es zeigt sich; dass £ immer verschwindet, und dass 
auch Ä und C Null sind, wenn nicht zugleich 

Diese Sätze, welche Laplace in den Memoiren von 1782 S. 163 
durch ein Verfahren bewiesen hat, von welchem §. 14 und §. 52 
bereits Proben gegeben wurden, lassen sich leicht nachweisen, wenn 
man die Zusammensetzung von C^ und Sm aus P^, und cosmV^ resp. 
sinmt^ beachtet. Aus derselben folgt, dass CZS^^ die Orösse ^ nur 
in der Verbindung cosrnv^sinf^V/ enthält, dass also inB das innere 
Integral, das nach yß zu nehmende, verschwindet, folglich B immer 
igt In A und D verschwinden gleichfalls die inneren Integrale^ 
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wenn nichimss^; ist aber mss/i so wird für mss^sO^ D gleicbO, 
sonst 

u 
also nach §. 52 Null wenn nicht n =:v, in diesem Falle aber 

„ 2n n(fi+«t)g(n-m) 
^ ^ 2n + l (1.3...(2n — 1))« 

fUr n» = aber A das Doppelte. Dieser Werth verwandelt sich 

endlich nach (49) in 

... 4« 1 



(-1) 



2n+l • 



Man bat also das Resultat: Es ist immer £ => 0; ferner J) = 
wenn m oder fi gleich Null sind; A und D verschwinden 
ausserdem wenn nicht zugleich m=sfjiy n = v. In allen 
übrigen Fällen ist aber 

Wegen einer späteren Untersuchung im dritten Kapitel soll hier 
gleich erwähnt werden ^ dass die Sätze fbr A und D noch gelten, 
wenn die Grenzen nach yß und d nur und ^n sind, doch ist 
dann der Werth des Integrals der achte Theil des früheren. Man 
darf ferner in diesem Falle v nur gleichartig mit n, und /i mit m 
wählen, d. h. so dass n — v und m—fi gerade Zahlen oder werden. 
Der Beweis ist ganz ähnlich dem eben geführten ; es wird nämlich 

cosm^cos/it^a^ 



wieder wenn m und /i verschieden (aber gleichartig) sind, während 



/ 



r 



PIK An Ode 



die Hälfte desselben Integrales von bis n ist. Zertheilt man das 
letztere nämlich in eines von bis ^^ und eines von ^n bis n, 
so geht dieses durch die Substitution Ossn — ti in (—1)"'*''' mal 
dem von his ^n genommenen über. 

Ob jede Function von d und fp sich nach den C und S 
entwickeln lässt wird im fünften Kapitel untersucht werden; 
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Dftch der Methode des §.15 zeigt man aber sogleich^ dass eine 
solche Entwickelang nnr auf eine Art geschehen kann, d. b. 
dassy wenn es möglich ist, eine Function f{dy %p) durch die Doppel- 
reihe 

{a) ... f{d,tp) = -2:(c:c:+*:s;) 

fttr alle Ton bis n und alle tp von bis 2ii darzustellen^ (wo 
die Summe auf der rechten Seite Ton iit = bis m=iny von nssQ 
bis n = oc zu nehmen ist) jede andere derartige Entwickelang mit 
der vorliegenden übereinstimmen muss. [Denn wäre ^iymCHi+xZ^m) 
eine zweite Entwickelung; so würde die Multiplication mitCmfiinddOdtft 
und Integration geben: 

Der Werth der Coefficienten c und k drückt sich dann durch f in 
folgender Art ans 

(-Ifc: = ?^(C/^"ßinörfö/''7(Ö, fp)C:dfp, 

(-i)-ik: » ^^ aif\inddd/''"nd, tt>)s:dti,. 

u • u 
War aber (a) nur für alle 6 und %p von bis in gegeben, so 
gelten die Sätze nicht mehr in diesem Umfange, und müssen auf 
folgende Art specialisirt werden : Ist f{dy y;) entweder in eine Reihe 
JScmCZ oder in HkmSm entwickelbar, die Summe nur über gleich- 
artige m und gleichartige n ausgedehnt, so sind die c oder k be- 
stimmt, und durch den achtfachen Werth der vorhergehenden In- 
tegrale ausgedrückt, wenn diese nach d und %p von nicht mehr 
bis n resp. ^n, sondern nur bis ^n genommen werden. Den Be- 
weis hinzuzufügen wird überflüssig sein, da oben bereits über den 
Fall gehandelt wurde, dass man statt der Ä Integrale untersucht, 
deren Grenzen und \n sind. 

Dass jede ganze Function ^ von co8(?, smOcosxff, sindsint^ 
sich nach den C und S entwickeln lässt, kann an dieser 
Stelle leicht bewiesen werden* Eine solche Function besteht näm- 
lich ans Gliedern der Form 

(6) •.. cos*ösin»+»'tfcos*^sin*'^; 
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908"^ nach Cosinus der Vielfachen von tp entwickelt^ gtebt Glieder 
von der Form co8(n — 2/»)^;; sin^'V' in ähnlicher Art bekandelt^ 
Glieder 008(1^— 2fi)^ oder &in{v-^ 2 fi)\(i je nachdem y gerade oder 
ungerade ist. Es kommen also in cos'*i/;sin''t^ fUr ein gerades v 
nur Glieder cosCn+y — 2p)t^, für ein ungerades sin(if+v— 2^)^^ 
vor; wo p von an nur solche ganzen Werthe erhält^ die n+v — 2p 
positiv lassen. In (b) ist jeder solcher Cosinus oder Sinus mit der 
(fi+^y^" Potenz von sind multiplicirt^ also enthält allgemein cosm^ 
oder ßinmi^ als Factor eine Potenz von sind deren Exponent gleich 
m ist oder um eine gerade Zahl höher. Daher hat f die Form 

^= jF^+Fj sinöcosi//+F,8in*öco8 2^+etc. 
+6j sind ein tp+G,8in'dsin2i^ + etc., 
wo die F und G ganze Functionen von cosd vorstellen, und die 
rechte Seite eine endliche Beihe bildet. F« lässt sich in die Summe 
zweier Theile u^ und Vm zerfallen, wo Um eine gwade, tm eine un- 
gerade Function von cosd bezeichnet; für 6» gilt das Gleiche. 
Man behandele nun z. B. Um weiter nach der Methode, durch welche 
man im §. 16 zeigte, dass a;" sich nach Kugelfunctionen entwickeln 
lässt. Es sei 

tf^ = 6cos'*d+ccos^*^^d+etc., 
so wird die Differenz Mm — 6$m"*^(cosö) eine Function wie 11», nur 
von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade sein; durch weitere 
Subtractionen von Functionen $ muss es also auf den 0*^' Grad, 
auf ^Z reducirt werden. Daher lässt sich ti«, durch 

Um = a?:+/y?:-*'*+y?r*+etc., 

und ebenso Vn durch 

t?* = a$:+'+B?}:+'+etc., 
also Fm und Gm mal sin"*ö durch eine Summe von Gliedern g^Pm dar- 
stellen, wenn die g Constante bezeichnen und nach v von v=m an bis 
zu einem endlichen Werthe summirt wird. Multiplicirt man noch 
mit cosmt^ oder sin mV' , so verwandelt sich endlich die Summe 
resp. in 2g^(Zi oder üg^Sm, was nachgewiesen werden sollte. 

y V 

Da Cm und Sm nach cosd, etc. genau vom 11^*''^ Grade sind, so 
wird f kein (T oder S" enthalten können, wenn es von niedrigerem 
^rade als dem f^^ war, sondern nur solche C und 8y deren oberer 
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hkäex unter fi bleibt. Der Satz über die Bettimraoiig der Coef* 
ficienten giebt dann als Werth der in CZ und 51 multiplicarten 
Constanten resp. 

f"ddBmer''f{0,xp)C:dtp = 0, 
u u 

f''d0sm0/^''f{d, tfi) SZdrp = 0. 

u u 

Will man diese Integrale nach und tff nur bis {n nehmen; so 
bleibt ihr Werth jedenfalls noch wenn f{0, tff) bei der Entwicke- 
lang nach C oder S nur Glieder enthält; welche CZ oder resp. SZ 
gleichartig sind; wenn also f anch keine C und S zugleich enthält. 
Dies wird geschehen; wenn in f nur Potenzen von cos (7 auftreten^ 
welche n gleichartig sind; von sin die mit m gleichartig sind; nur 
gerade Potenzen oder nur ungerade Potenzen von sin^^^ je nach- 
dem man das erste oder zweite Integral benutzen will. Diese Sätze 
entsprechen einem Fundamentalsatze von Legendre*) über P*(d;). 
Man yergl. §. 16. 

Zweite« Kapitel«. 

Entwickelung der KugelAinction zweiter Art 

§. 73. Durch die Methode des §. 67 erhält man für die Eugel- 
fnnction zweiter Art Q mit dem zusammengesetzten Argumente z, 
das von x, x^, tff und 1p^ abhängt, eine Entwickelung welche der 
von Laplace für P{i) gefundenen ganz ähnlich ist. Es muss 
nämlich (?*(a) wie P*(») ein Integral der Differential- 
gleichung (48) im §.66 werden; da Q{x) derselben Gleichung 
(9) wie P{x) genügt. 

Wir greifen einen für diese Methode besonders bequemen Fall 
herauS; der uns die Form der Entwickelung anch für die übrigen 
Fälle andeutet; eine andere nicht gerade eben so einfache Methode^ 
die auf Betrachtung bestimmter Integrale beruht; wird in den fol- 
genden Paragraphen das Besultat für alle Fälle liefern. Wir den- 

•) Memoiren tqh 1784 8.872: / P^(a?)(« + ^a?H f-Ä»*'*)cfa?«.0, 
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ken uns x^ positiv reell und ^1, x positiv reell und hinlänglich 
gro88| um 

z SS xx^ — j/a?* — 1 |^a?J— 1 cosqp 

nie reell und kleiner oder gleich 1 werden zu lassen ^ welchen 
reellen Winkel auch (p vorstellt Nimmt man deshalb zunächst 
xz>'yf so kann » reell ftir co^ipssQ werden; wählt man nun 
X so gross dass xx^^ly so ist die Bedingung fiir a erfüllt. Dann 
bleibt 0'*(i&) für alle fp von bis 2n continuirlich und endlich, lässt 
sich also nach Cosinus der Vielfachen von q> (m. vergU hier §• 67) 
in eine Reihe von der Form 

entwickeln. Es muss demnach ti^ wiederum 

^ gmK(x)+KQl{x) 
sein; aber es sind hier alle g gleich Null zu setzen, da Q für xssoo 
nicht unendlich werden kann. Um zu bestimmen, wie x^ in h ein- 
geht, darf man nicht auf die Symmetrie von « in Bezug auf x 
und x^ zurückgehen, da diese Buchstaben verschiedenen Bedingun- 
gen unterworfen sind; man geht vielmehr mit der gewonnenen 
Form 



0* (») = SKi Qm (x) cos m\f> cos my^, '\-£KQm {x) sin m\ff sin mip^ 

in (48, a) ein, nachdem man in derselben x mit x^^ vertauscht hat. 
Die Bemerkung im §. 66 über die Freiheit, diese Buchstaben zu 
vertauschen, wird offenbar durch die vorerwähnte verschiedene Be- 
deutung der Buchstaben x und x^ nicht aufgehoben; an der er- 
wähnten Stelle hätte die Rechnung, durch welche die partielle Dif- 
ferentialgleichung fUr f aufgefunden wurde, ebenso gut mit x^ und 
%p wie mit x und ^ angestellt werden ]cönnen. 

Nach dem Einsetzen findet man für A« die Differentialgleichung 

^((>-'3^)+("("+')-I^>-«- 

welche durch 

mit den beiden willkürlichen Constanten h und c integrirt wird, 
die weder ip, f^, x noch x^^ enthalten können, also nur numerische 
Werthe sind: aber c muss sein, indem (?*(«) ftir Xi s 1 endlich 
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bleibt, während Ql(x^) in's Unendliche wächst, bo dasB für 0"(«) 
die unendliche Beihe 



erhalten wird. Es bleibt nur noch übrig; die Constanten 6 zu be- 
stimmen, die man findet, wenn man die vorstehende Gleichung mit 
af^^ mnltiplicirt, und dann 2? =s oo setzt Dadurch geht 

^ ^^ 1 . 3 . . . (2n+l) V»«+* ^ V 

in das erste Glied, d. h. in 

1.2.3... n 1 



1.3... (2n+ l){x,- coBtp ySr=T)'-^' 
über, oder nach (36) in 

wenn in der Summe von dem m = entsprechenden Gliede nur 
die Hälfte genommen wird« Die rechte Seite der Gleichung ver- 
wandelt sich dagegen in 



:ao 



£ 6«Pl(a;Jco8my, 



ISO 



80 dass man durch Vergleichung beider Seiten 

h -_J_ A - 2 



2ii+l' "• 2n+l 
findet, also endlich die Formel erhält 

(52) ... {2n+l)Q''{fi) ^ P:,{x,)Q;(x)+2Yk 

welche allerdings zunächst nur für reelle positive x und x^ gilt, 
die so beschaffen sind, dass ^1 ^ 1, xx^ > 1. 

^ §. 74. Dieselbe Formel läflst sich durch eine Methode ab- 
leiten und von Beschränkungen befreien, welche für dieEntwicke- 
lung der P im §.70 angegeben und als die Methode von Jacobi 
bezeichnet wurde. Dieselbe bedarf nur geringer Modificationen, 
welche vorzugsweise darin bestehen, dass die Gleichung (50) nicht 
mehr durch Zurückgehen auf die erzeugenden Functionen abge- 
leitet, sondern durch eine Substitution bewiesen wird, durch die 
man «eigt, d... 
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in 



•/ (« +COB(V -J7)l/««-l)"+* 

/in 
(» — cos ly y»"— 1)" d^ 



ttbergeht. Ist diee nachgewiesen; so bleiben die folgenden Betrach- 
tungen unge&ndert; (fr) dessen Werth 2nP^{s) man kennt, wird 
durch die dortige Behandelung von (a) in die Laplace'sche Reihe 
entwickelt. 

Die Gleichheit (a) =: (b) kann nicht bestehen wenn der Nen- 
ner in (a) verschwindet, was nur für rein imaginäre x möglich ist. 
Diesen Fall schliessen wir deshalb aus^ denkm uns auch x mit 
positivem reellen Theile versehen; war sein reeller Theil ne- 
gativ, so lässt sich das Besultat aus dem welches wir gewinnen 
werden sogleich ablesen. 

Man schaffe nun, um die Gleichheit zu beweisen, aus dem 
Nenner von (a) die Grösse tp in den Zähler, indem man ijs=y^-{-j^ 
setzt, und für die neue Veränderliche x Grenzen — yß und in-^tf} 
erhält, die sich mit und 2ik vertauschen lassen. Diese Ver- 

/2n 
f{n)dfi erlaubt, wenn f die 

Eigenschaften hat, welche nöthig sind, um seine Darstellung durch 
eine trigonometrische Beihe 

f^ •(60+6|Cosi7+b|COs2i7+etc. 
+<^i siniy-|-a|8in2i7+ etc. 

SU gestatten (§. 10), indem dann / f{n)dn ^ ^^Ki offenbar 
aber auch ^ 



/ 



wird. Macht man wieder xp^-^ipz^ tp, so entsteht dadurch ans (a) 

'^^(a?,+cos(»-y)ySf^)* 






welehes man auf die Grensen und n bringt, indem man ee iu 
swei TJMle zerleg einen zwischen und n und einen sweitan 
von n bis 2n, der durch die Substitution x^^^—Xi ^ Gi^wsenO 



/ 
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md n annimmt. So findet man atatt (a) die Summe ssweier In- 

t^jsle, die durch die Formel 

■ "(a>.+co8(y±af)ySpi)- 

anflgedrückt werden; das eine ist das Integral mit dem oberen, das 
andere mit dem unteren Zeichen. Hier nehme man die Substitution 
des §. 8 vor, indem man in den dortigen Formeln x statt q> setzt. 
Löst man dann nach Xf ^^tt wie es dort geschah nach 17 auf, so 

ist die Substitution 

o; cos 19 — Vx* — 1 

cos;r = '- — /-y—T f 

X — cosi^yx' — 1 



«+ cos;|f y»*— 1 = 



sinz = 



dx^ 



X — cosiy y«* — 1 

siniy 

X — cosi/i/x* — 1 
dn 



a?— cosiyy^a?*— 1 
und unser Integral verwandelt sich durch dieselbe in 

/n 

{A —5 cos fi -\- Csin i/)* dri , 



wo 

A s= aKCj — cos?) ^a?*— 1 j/aj^— 1 = », 

B^x^ yo?*— 1 — apy^J— Icosy 

C= sinqpya?J— 1 
wird« Man sieht, dass A, B, C den durch die Gleichung 

X«-Ä«-C» = l 
ausgedrückten Zusammenhang haben, oder wenn man für A seinen 
Werth s setzt, dass J3'+C*sft*^l wird, so dass man 

B=? y»'— Icosa, Cs=y»'--lsina 
setzen darf, wo a einen reellen oder imaginären Winkel vorstellt 
Es zieht sich dadurch (c) in 

'(»— coB(9+«)y»*— i)*rf^ 

zusanmien; es war (a) die Summe der beiden Integrale, welche 
man jum dem Tonilcbeiideii erbäH wenn man enuBal das ebere, 



/"' 
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dann das untere Zeichen nimmt; diese Summe lässt sich in das eine 



zusammenziehen; welches nach §. 42 oder nach demselben Prinzipe, 
welches oben gestattete^ yß aus dem Nenner in den Zähler zu yer- 

« 

setzen 

(ä — cosiy y»*— l)" dfj 



r 

u 



d. h. (6) liefert. 

Diesen directen Beweis von der Uebereinstimmung der beiden 
Ausdrücke (a) und (b) hat der Verfasser im Cr eil ersehen Jour- 
nale*) mitgetheilt. 

Anmerk. Dieselbe Methode bleibt noch auf die Transformation 
eines Integrales (a) in die Form (6) anwendbar^ wenn die Grenzen 
des ersten beliebig und nicht mehr und 2n sind; sie ist noch 
brauchbar wenn auch n eine negative ganze Zahl bedeutet (man 
nehme dann den reellen Theil von x^ positiv an) oder gebrochen 
wird : für n = — | erhält man dann bekannte Formeln über die 
Beduction eines elliptischen Integrals. Es kommen hierbei um- 
stände in Betracht; die, so lange Alles völlig allgemein bleibt; noch 
nicht hinlänglich erforscht sind; und auf welche aufmerksam ge- 
macht werden soll; obgleich eine Untersuchung dieser Fälle für 
unsere Zwecke überflüssig ist: 

Zunächst erhielt man oben (a) = (d) ; es ist zweifelhafit ob hier 
diese Gleichung für alle x etc. besteht; indem zwar die angewandte 
Substitution immer brauchbar bleibt; aber für die Integration nach 
17 ein imaginärer Weg vod bis 2ii einzuschlagen ist; der zwar 
für ganze positive n mit dem directen reellen vertauscht werden 
darf; für andere n aber nur wenn die Grösse 

a — cos {yi — a) }/»•— 1 
in einem gewissen begrenzten Flächenstücke (man vergl. die ähn- 
liche aber einfachere Betrachtung des §.8) für kein 17 verschwindet. 
Die Gleichung {<£) = (b) ferner besteht sicher wenn a einen 
reellen Winkel vorstellt; in den anderen Fällen bedarf die Ver- 
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gleichung von (d) mit (6) einer besonderen Betrachtung, die man 
nach Analogie des §* 44 anstellen kann oder nach dem Muster, 
welches die imaginäre Substitution bei den Q darbot. Um diese 
Andeutungen etwas weiter zu yerfolgen betrachte man 

(a),.. f ''(ä — cos (y 4- *») y^* — ^ydq>, 



oder was dasselbe ist 

von ö = /» bis ö = 2n + ti auf einer zur Achse des Reellen paral- 
lelen Geraden integrirt. Bezeichnet r den reellen positiven Werth 

von t, für welchen 

a — - cos (qp -f ti) ^/z^— 1 

verschwinden kann, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist f<T, so wird (/9), nach geradlinig von bis 2n 
integrirt, gleich der Summe der drei auf geraden Linien zu nehmen- 
den Integrale, erstens von bis ti, zweitens von ti bis 2n + ti, 
welches (s. o.) gleich « wird, und drittens von 2n+ti bis 2n, wel- 
ches gleich und entgegengesetzt dem ersten ist und sich daher gegen 
dasselbe hebt. Es folgt hieraus, die (a) sich nicht von (ß) unter- 
scheidet wenn dieses auf reellem Wege von bis 2n genommen wird. 

2) War aber ^ > t und bezeichnet v einen beliebigen Werth 
der t tibertriflft, so ist (/?) von ti bis 2n+ti geradlinig integrirt, 
d. h. (a) gleich der Summe der drei geradlinig genommenen In- 
tegrale (ß), erstens von ti bis vi, zweitens von ci bis 2n+m, 
drittens von 271-^- vi bis 2n-\'ti, die sich wieder auf das zweite re- 
ducirt; es bleibt also (er) für beliebig wachsende t unverändert. 

* §. 75. Wir gehen nach diesen Vorbereitungen zur Behande- 
lung von 0*(») über, wo » die frühere Bedeutung hat und für kei- 
nen Werth von rp unendlich werden soll, um eine Entwickelung 
nach Cosinus der Vielfachen von (p zuzulassen. Diese Bedingung 
kommt darauf hinaus, dass as für kein tp gleich +1 werden darf; 
bleiben x und x^ in ihrer Form nicht weiter beschränkt als sie 
bisher waren, so scheint sich die Bedingung, dass 

» = «c,-co89)y^n::Tyi^^:T 

nicht gleich +1 werden darf, nicht wesentlich einfacher darstellen 

H«lne» Handbuch d. Kufeinioctiooeo. 13 
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3a laasen. JedenfiiUs ist durch sie der Fall auBgeschlossen daas op 
und ^1 zugleich rein imaginär werden; denn setzt man x =s iy, 
x^ s; ty^ so verwandelt sich — i> in 

yy, — cosqp yy*+Tl/sT+r, 
erreicht also für (p = n einen Werth der grösser als 1 ist, für 
einen durch 

coso) = -==ä^^===, 

bestimmten reellen Winkel q> aber 0, so dass es einmal durch 1 
gegangen ist. 

Wir setzen nun fest: 

1) Der reelle Theil von x und x^ sei der Bequemlichkeit des 
Ausdrucks halber nicht negativ; ist eines rein imaginär so soll es 
X sein, und dies wird dann, wie wir uns ausdrücken, positiv ge- 
nommen. 

2) Es soll 

sein; war x rein imaginär, so ist diese Bedingung über- 
flüssig. Man weiss aus früheren Untersuchungen oder sieht leicht 
ein, dass beide Moduln nicht unter 1 liegen können, dass höchstens 
der erste 1 sein kann, und nur in dem Falle eines rein imaginären 
X wirklich 1 ist. 

Unter diesen Voraussetzungen betrachte man die beiden In- 
tegrale, welche in dem Ausdrucke mit doppeltem Zeichen 

■<<>«]^r~I (a?-cos»ii y?^)*di« 



(a)... y 



(a:,-cos(v±iti)|/5j=I)*+* 



enthalten sind; der Logarithmus ist so zu verstehen, wie ea p. 70 
angegeben wurde, d. h. mit positivem reellen Theile zu nehmen: 
nur wenn x rein imaginär war verschwindet sein reeller Theil. Es 
soll nicht untersucht werden, ob (a) verschiedene Werthe annimmt, 
wenn nach « auf verschiedenen Wegen integrirt wird; der Weg 
ist hier gemeint, über welchen im §.26 zunächst zu integriren 
war, als u von der reellen Grösse t durch die dort angegebenen, 
unten wiederholten Gleichungen abhängig gemacht wurde. (Dort 
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konnte man später den Weg mit anderen vertauschen.) Dieser 
Weg war so beschaffen , dass, « = p + qi gesetzt^ p von fort- 
während zunahm während u von der unteren zur oberen Grenze 
fortachritt^ im besonderen Falle für ein rein imaginäres x, welchen 
wir im Augenblick übergehen^ constant blieb. Es ist klar, dass 
(a) einen bestimmten endlichen Werth erhält: der Nenner 
kann nämlich nach §.44 nur für ein solches u verschwinden, fUr 
welches 

wird. Letzteres tritt nicht ein, weil x^^ nicht rein imaginär ist, 

also ^(y— ) kleiner als 1 wird, während Jf (e") = e?* grösser, 

wenigstens, uämlich für p = gleich 1 sein muss. Ersteres kann 
ebenso wenig eintreten; setzt man nämlich 

log /^ = «+ßi. 
so ergiebt sich 

und da p nur bis a wächst ^ so kann M{e^) nie e^ überschreiten^ 

also nach der Feststellung ad 2 nie ^(V-* — rj erreichen. 

War X rein imaginär also ttf reell, so könnte der Nenner in (a) 
nur verschwinden, wenn ' reell und kleiner als 1 ist, was 

uur fiür ein rein imaginäres also hier ausgeschlossenes x^ möglich 
sein würde. 

Es wird nun die halbe Summe der beiden in (a) ent- 
haltenen Integrale, die s heisse, auf doppelte Art be- 
handelt: zuerst entwickelt man s in eine Beihe, die mit dem 
(2ii +!)*•" Theile der rechten Seite von (52) Übereinstimmt; zwei- 
tei^s transformirt man das Integral durch Einführung einer neuen 
Variabelen t für u in ein anderes, das im wesentlichen 0"(«) ist. 

Um das Erste auszirfÜhreD, benutzt man die Formel des §.45, 
nach welcher 

13 ♦ 
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n=rtt 



+ 2-2" K^{x^){coEm(pcoQmiu'^Binmq>s\nmiu)) 

eine bei den angegebenen Grenzen von u immer convergente Beihe 
wirdy so dass dieselbe Summe der beiden in dieser Gleichung ent- 
haltenen Ausdrücke sich auf die Cosinusreihe allein reducirt. Nimmt 
man endlich noch die Gleichung (45) zu Hülfe, aus der man Air 

l.3...(2«— 1) /*»W^w . j-r—r^n . . 

-— — ^ -/ (x — cos«t# ya;'— 1; cosmiuati 

1.2... n %J 

u 

den Werth (?i (a?) zieht, so ergiebt sich für die halbe 

Summe s der in (a) enthaltenen Integrale die Beihe (52), genauer 



(6) ... (2n+l)Ä = PS(aj,)0r)(a?)+2 -S ¥l{x,)Q\(x)^^%mf. 

Um den zweiten Schritt zu thun mache man die oben er- 
wähnte Substitution des zweiten Falles im §.25, d.h. man setze 

a?costt+Va:* — 1 

COSIM = . , 

a?-f costt yas' — 1 

. . sinif 
smtti = , etc. 

a?-fcosft yx^ — 1 
wodurch es sich in 

ii 



f 



^ (ii+Äcostt+Csintl)*"*"^ 
verwandelt, wenn zur Abkürzung 

A =asrj — cosy y'a;'--l]/afj— 1 = », 

B = a?j yo?*— 1— a?}^icj— Icosy 

C s= BinjpyajJ— 1 

gemacht wird; daher geht $ selbst in 

""i{ (il+Bcosä+CsiniO""*"' 
über. Zwischen A, B, C besteht offenbar die Gleichung 



2« 
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SO da88 man setzen darf (Ä =s » ist nach der Vorranssetzung nicht 

±1) 

B sec ]/a* — 1 cosa, 

C= l^a* — Isina, 
68 mag a einen reellen oder imaginären Winkel bezeichnen; die 
Quadratwurzel wird wie tiberall mit dem Zeichen von s genommen. 
Es verwandelt sich also s in 

di 



{c) ... 25 = / 



/, (»+co8(i<-a)}/?^)*+' 

Dies Integral ist im §.42 vollständig untersucht worden; sein Werth 

hängt wie man dort siebt, von dem reellen Theile von a ah, oder 

von ß wenn man 

a = ß+yi 

setzte und ß in dem gehörigen Quadranten nimmt. Bestimmt man 
den dort tf/^ genannten kritischen Winkel nach den ebendaselbst 
für speclelle Fälle ad 1 — 3; für den allgemeinen ad 4^ gegebenen 
Regeln; so wird das Integral unendlich; wenn ß genau +t^Q ist; 
liegt ß zwischen ~Vo ^^^ ^o ^^ ^^^^ ^^ 

* = 20"(»), 



r 



(»+C03«l/?'=T)*"*"* 

liegt es endlich zwischen ip^ und 2n — xp^j so verwandelt es sich in 

dt 



f 



^ (a-costt]/»« -!)•+" 

oder 20*(»)+2mjP*(»), wenigstens für ein, in unserer Ausdrucks- 
weise, positives ». Es wird überflüssig sein, die Werthe der In- 
tegrale durch P und Q ausgedrückt auch ftir negative a hier auf- 
zuführen, da sie sich durch die einfachsten Bechnungen, wie Multipli- 
cation mit (—1)**"*"* ergeben. Der Fall dass ß genau %p^ wird kann 
hier nicht eintreten da 

I 

il + J! cos t< + Csin ii 
nicht verschwindet, wie man einsieht wenn man bedenkt dass die- 
ser Nenner durch Multiplication der beiden nicht verschwindenden 

Grössen 

a?j — cos(y+ui) ya?J — 1 ; op+cost^ ]/«*— 1, 

mit einander entstand. Unsere Untersuchung über den Werth der 
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Reihe (b) giebt also das Resultat dass für positive s je nachdem 
der eine oder der andere der oben erwähnten Fälle in Bezug auf 
tpf^ eintritt, s gleich dem ersten öde!* dem zweiten der Werthe 

wird. So lange x und x^ allgemein bleiben, war es nicht möglich, 
das Criterium, ob der eine oder andere Werth für s gesetzt wer- 
den muBS, wie sich also ß tM \p^ verhält, einfacher als es oben ge- 
schah auszudrücken; in den folgenden wichtigeren besonderen Fällen 
kann diese Untersuchung auf die dort anzugebenden Arten noch wei- 
ter geführt werden. 

1) Wir behandeln zunächst den Fall des §. 73, in welchem 
sich also die Gleichung (52) als Resultat ergeben muss. EiS sei 
wie dort a; und x^ reell und positiv, ferner x^ ^1, xx^^ > I5 dann 
wird z nie + 1 , und auch die zweite Bedingung dieses Pi^ragraphen, 
welche sich auf die Moduln bezieht, ist erfüllt. Setzt man näm- 
lich x^ SB cosd^ so soll nach derselben (p. 194) 

x+1 »d 

7 < cotg — 

x—l ^2 

oder a;co8Ö>l werden. Die Grösse il = a hat nun die Form 

pZpgi, wenn p, q positive Werthe bezeichnen, und das Zeichen + 

mit dem von coscp der Art übereinstimmt, dass +C0S9 positiv ist. 

Auch B hat die Form r+^t; }/a*--l die Form p + ^i, also ^^ 

y»'— 1 

die Form p+gt. Hieraus folgt für cos« oder -r==: 

y Ä "~~ j. 

cosa = (»•HF«i)(p±9*)j 
es hat also cosa den reellen Theil pr+9«, welcher daher positiv 
ist, und wenn man a in ß+yi auflöst, so wird 

cos/y cosyi = pr+qB 
d. h. cos/7 positiv. Folglich bleibt ß unter %f9^ und « wird genau 

0"(»). 

2) Ist X rein imaginär, x^ <.l und reell, so braucht die Be- 
dingung über die Moduln p. 194 nicht ausdrücklich untersucht zu 
werden. Es ist « von der Form p+gi, p und q mögen positive 
oder negative Grössen sein, B hat die Form r-f «i, wenn p und r, 
ebenso q nnd s gleiche Zeichen haben; die Form von ^s'— 1 
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18t p-f"9*' ^^i^ ( gleich p — ^f. Hieraus folgt cosc gleich 

= (r+*i)(P-?0, 



80 dass der reelle Theil pr4-9' von cosa positiv ist. Man schliesst 

weiter wie im vorigen Falle ^ dass t genau G"(^) wird. 

3) Es sei wiederum x und x^ reell positiv^ aber x^>\^ und 

wegen der Bedingung ad 2 (über gewisse Moduln) x>x^. Die 

Grösse 

jB = xx^ — cosqp y^ar*— 1 '^x\ — 1 

erreicht dann ihren kleinsten Werth für 9> = 0; der aber noch 

positiv und > 1 ist; a«c, — |^a;*— ly^jj— I nach a? differentiirt giebt 

nämlich den Zähler 

a?!]/«*— 1— a?/arj— 1 

der positiv wird, da er in 

a:' — x\ 



X, y'a?*— 1 + a?/ajj— 1 
umgeformt werden kann^ und x^x^^ angenommen wurde. Es 
wächst also die differentiirte Grösse mit x und wird am kleinsten 
bei a; = a?! ; für welchen Fall sie sich in 1 verwandelt. 

In diesem Falle; wo » reell und > 1, ist der kritische Winkel 
wie man aus §. 42 ad 1 weiss, yj^ = n (Was hier i genannt ist, 
heisst dort a;). Es müsste, wenn genau /fi^ = n wäre, siiia= — sinyi 
also imaginär oder zugleich mit y Null sein; C ist jedoch reell und 
nur für sin<p = selbst Null. Sollte daher ß = n werden, so hätte 
man a = n, und 9) = oder = n, das heisst es müssten die Glei- 
chungen 

XX ^ ± j/a?'— 1 ]/aj*— 1 = 2 

a?, /a;*— l+a?|/a;J— 1 = — |V— 1 
stattfinden. Bei unterem Zeichen ist dieses offenbar unmöglich; 
dass es bei oberem gleichfalls nicht stattfinden kann, zeigt die 
Transformation von a?, ]/a;'—l — a;ya?J — 1 in die positive Grösse 

x^-x] 



a?j}/a?*— l+a?ya?J— 1 
Es bleibt also ß unter ^0= n, und aoch in diesem Falle wird 
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4) Man untersuche den Werth des Integrals, wenn x rein 
imaginär =iy und x^ reell und >>1 gesetzt wird; x^ und y sollen 
positiv sein. Dann wird 

« = »(y^, — cosqp l^*+T yx]—i) 
y»* — Icosa = i{x^ }/y*+l — cosqpy ]/a:J — l) 

y«' — Isina = Bm(p]fx\—1 
und nach §.42, ad 2, da ^ rein imaginär ist, liegt %fj^ zwischen ifi 
und ^. Hier kann s für gewisse ff zuerst und dann negativ 
werden. Betrachten wir 

a) z so lange es positiv bleibt. Der Factor von i in der 
zweiten Gleichung ist selbst für 9) = positiv, da er dann 

x]+y' 
x,]ff+l+y}/x\--l 
wird; also rauss cosa etwas positiv reelles, «in« aber etwas imagi- 
näres vorstellen. Führt man, wie Seite 197, ß und ;' für a ein, so 
folgt daraus dass z also auch ^s* — 1 positiv imaginär ist, dass 
COB/Sco&yi positiv, sin/Jsinyz Null, amficos^i Null wird, also sin/?=0, 
cos /J positiv, endlich ß = 0. Das Integral reducirt sich also auf 

6) Es mögen nun die Fälle untersucht werden, in welchen q> 
die Grösse z negativ macht; man setze «= — w. Nach den Fest- 
setzungen ist dann Y^—l = —^u* — 1, wo yi** — 1 positiv imagi- 
när wird; folglich hat man ein a mit negativ reellem Cosinus und 
rein imaginärem Sinus zu bezeichnen : dieses hat einen reellen Theil 
ßzrz n. Unser s ist demnach zunächst 



dann 



oder 



^ (tt-f cos(t<-fy-n) Yu^^^T^'^' 

(-1)»+* /•» dt 

t^ («I — co8i«l/tt'— 1) 



I 



2 j r«_/.n.i*i/;^rz?^"+*' 



(-!)•+» (0-(«)+mi»-(«)). 

Durch Einführung von s fUr u folgt daraus: Es ist 

, = (?•(») -w/>"(»). 

FasBt man das unter (a) und (6) Gesagte zusammen^ so tritt 
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hier der Fall zum ersten Male auf; dass $ nicht tiberall durch ^"(s) 
dargestellt wird, sondern nur ftar positive »; für negative durch 
^*(») — i;iP"(»). Dies giebt beim Uebergange, also für » = kei- 
nen Sprung, sondern im Gegentheil wtirde ein solcher stattfinden, 
wenn s überall Q'^iz) wäre; um dies zu zeigen erwäge man, dass 
nach p. 60 für 0"(o) bei geradem n zwei Werthe gefunden werden: 
heisst derjenige^ welcher die Grenzen von Q{9) für positiv imaginäre 
i bildet Q'^ioi), so ist 

Also nur für ungerade n, ftVr welche auch P^(o) verschwindet, giebt 
0( + ot) denselben Werth, ro dass fiir diesen Fall kein Sprung 
von 0(0%) zu Q{—oi) — mP(o) vorhanden ist. Für gerade n da- 
gegen findet man (s. ebendaselbst) 

....... ("'-py 



welches nach §.9 gleich — P"(o) ist, so dass 



JT(n) 



also endlich Q( — oi) — inP genau gleich Q{oi) wird, und auch hier 
kein Sprung stattfiudct. 

5) Zuletzt seien x und x^ beide positiv und <;l; man setze 
dann x = cosö, x^ = cosö^ und nehme wegen der Bedingung, welche 

die Moduln betrifft 6 absolut grösser als ^^, beide aber <; — , 

so dass nie 

Ä = cosöcosö,-}-sinösinö,cos<)p 

gleich 1 werden kann. Zur grösseren Bequemlichkeit denken wir 
uns 6 und 6^ beide positiv, wodurch nichts wesentliches geändert 
wird, indem die willkürliche Grösse von tp diese Festsetzung un- 
beschadet der Allgemeinheit gestattet. Es wird nun der Fall dass 
» positiv ist von dem eines negativen » unterschieden; im ersten 
denke man sich » = cosy, im zweiten = — cosy, und y zwischen 

und +-«-• Der kritische Winkel t^^ erhält nach p. 111 genau 
den Werth —> 
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a) War % = coßy, bo wird 

sin/ cos a sc sind cos 9^ — C0B(?Biti^,C0BV^ 
sin;' sin o sr sind^ sin^; 
weil ö>ö, , also 8inö>ßinö, , cosö, >>co8Ö, ist ferner sinycoB« 

positiv und sicher nicht 0. Es kann folglich a nicht i"^ sein, 

sondern stellt einen Winkel mit positivem Cosinus^ also einen solchen 

vor, welcher zwischen — ^ und — liegt, so dass $ genau 

0"(ä) wird. 

h) Im Falle « = — cos/ setze man 

— sin/ cos a = sin Ö cos ö^ — cos sind, cos 9 

— sin/ sin a = sinö, sin 9, 

wo nun a zwischen — und — liegt Es verwandelt sich dann $ in 



' /•'" d 

^ (cos/ — isi] 



2 !iao (cos/ — ism/cosft^) 
d. h. wieder in Q*{x)y indem nach den Festsetzungen des §. 23, 
wenn ;» = cosa und <; a -< fr, immer 0*(») durch 

dt 



r 



•jf (cos « + » sin a cos tt)""*" 
erklärt wird. 

Die Entwickelung von 0*(«) nach Cosinus der Vielfachen von ^ 
wurde im 42***" Bande des Crelle'schen Journals bereits ange- 
deutet, ist aber hier zum ersten Male vollständig mitgetheilt. 



ritte« Kapitel. 

Einführung und Eigenschaften der Lamd'schen Functionen. 

§. 76. Die Gegenstände, welche in diesem Kapitel behandelt 
werden, sind zum grössten Theile in den Arbeiten von Lamd 
enthalten, und zwar sind vorzugsweise zwei Meisterwerke benutzt^ 
von denen sich das erate im zweiten Bande'*') des Liouville'scheii 
Journals, (nach der dortigen Angabe dem h^^^ Bande der Savana 



*) Memoire sur les surfaces isothermes daDS les corps solidea homogne» em 
^uilibre de temp^store, p. 147 — 188. 
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tftrangera entnommen ), das zweite im 4*^" Bande *) desselben 
Journals findet. Es sind übrigens in den ersten vier Bänden des 
Liottville 'sehen und im 23^'*^" Cabier des Pariser Polytechnischen 
Journals nach mehrere andere Arbeiten desselben Vertassers über 
diesen Gegenstand enthalten, so wie auch eine spätere Bearbeitung 
von Lam^ in zwei eigenen Werken**) existirt* Ausserdem kann 
man im 5*'*'^ und den folgenden Bänden des Li ouville' sehen Jour- 
nals Abhandlungen von Lam^ vergleich en, die auf die hier zu 
behandelnden Functionen Bezug haben. 

Man erfuhr bereits in der Einleitung, dass die Kugelfunctionen 
mit Auflösungen der Gleichung 

a'F a'F d'v 

in Beziehung stehen, oder, wie man sich kürzer ausdrückt, mit der 
Auflösung von //' F s= 0, indem man ziemlich allgemein einen sol- 
chen Autdruck 

setzt. Dieselbe Grösse J^V kommt in den Untersuchungen über 
die Wärme vor. und drückt bei den in der mathematischen Theorie 
üblichen Annahmen, bis auf einen constanten Factor die Wärme- 
menge aus welche das Element x, y, z eines Körpers in einer sehr 
kleinen Zeit erhält, dividirt durch die Masse des Elements und die 
sehr kleine Zeit, wenn V die Temperatur des Punktes bezeichnet. 
Das Nähere hierüber findet man in Fourier'sf) oder Poisson's ff) 
Wärmetheorie. Hat man einen homogenen Körper, dessen Begren- 
zungen in irgend welchen, aber von der Zeit unabhängigen Tem- 
peraturen erhalten werden ^ so muss in diesem endlich ein von der 
Zeit unabhängiger Zustand eintreten, bei welchem die Temperatur 
eines jeden Punktes sich also nicht mehr ändert, oder da die Wärme- 

*) 8nr IVqnilibre des tcmp^ratnres dans un ellipBo'ide k trois axes in^gaux, 
p. 126 — 163. 

**) Legons sur les fonctions inTerses des transcendantes et les surfaces iso- 
thermes. Paris, 1857. Und: Le^ons sur l«s coordonn^e« curvilignes et leurs di- 
▼erses applications. Paris, 1859. 

f) Theorie analytique de la chtleur. Paris, 1822. 
tt) Theorie math^matique de la chaleor. Paris, 18S5. 
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bewegung nicht aufhört, bei welchem jeder Pankt so viel Wärme 
abgiebt wie er empfängt: seine Wärmezunahme oder A^V ist dem- 
nach 0. Der Wärmezustand eines solchen Körpers wird daher be- 
stimmt, indem man J^V sss ö go integrirt, dass V »ich fiär die 
Grenzflächen in die gegebenen Functionen verwandelt, welche die 
Temperaturen an den Grenzflächen ausdrücken. 

Wir beschränken uns jetzt auf einen homogenen, von zwei 
geschlossenen Flächen begrenzten Körper, wie eine Kugel oder ein 
Ellipsoid aus dem ein Stück des Inneren herausgeschnitten ist, und 
denken uns die äussere Fläche in einer constanten Temperatur c 
oder 1, die innere in der Temperatur erhalten. Es ist klar, dass 
die Temperatur der einzelnen Punkte im Innern zwischen und 1 
liegen wird, und dass alle Punkte von derselben Temperatur als 
geometrische Orte gewisse Oberflächen haben werden. Diese nennt 
man die Isothermen; hat man eine hohle Kugel, die aus der vollen 
durch einen concentrischen Schnitt entstanden ist, und die an der 
äusseren und inneren Fläche in den Temperaturen 1 und erhalten 
wird, so sind die Isothermen offenbar Flächen von Kugeln, welche 
der ersten concentrisch sind. 

Lam^ stellte sich die Frage: sind die Körper durch zwei 
Flächen zweiten Grades mit gleichem Mittelpunkte und gleich ge- 
richteten Achsen begrenzt, haben also ihre Gleichungen die Form 

mx^+ny*+p:6* = 1, 
wie müssen m, n, p von einem Parameter X abhängen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedrückt wer- 
den, in denen nur X andere Werthe annimmt? Es zeigt sich dass 
drei Systeme solcher Flächen existiren, ein Ellipsoid, ein Hyper- 
boloid mit einem Mantel und eines mit zwei Mänteln; man findet 
also drei Gleichungen, in denen b und c reelle Constanten vorstel- 
len, und b<c ist: 

V* ~ b* — v*~ c*—v* ~ *■ 
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Um die Bedeutang dieser Oleichungen zu erläutern , denke man 
sich Q von g^ bis (^^ wachsen; wo Qo>c ist; erhält man ferner 
die Ellipsoide mit den halben grossen Achsen ^^ und f, ; welche 
offenbar confocal sind; in den Temperaturen und 1; so ist die 
Oberfläche eines jeden; welches man für ein zwischen g^ und p, 
liegendes q erhält; eine isotherme Fläclie. Ebenso verhält es sich 
mit den beiden anderen Flächen ; wenn nur 

C>f4>b 

v>b>v 
genommen wird. Die merkwürdigen Eigenschaften der drei so entr 
stehenden Gruppen von Flächen; die sich übrigens unter rechten 
Winkeln schneiden; sind vielfach untersucht worden; Lam^ be- 
nutzt sie bei den Wärmeaufgaben für Ellipsoide zur EinfÜhnmg 
neuer Goordinaten statt der rechtwinkligen x, y, z, indem er diese 
durch die Achsen Qy fx, v der drei Flächen ausdrückt; welche sich 
im Punkte x, y, s schneiden; also für'o;; y, z die einfachen Ausdrücke 
setzt; die man (s. u.) durch Auflösung der drei Flächengleichungen 
nach diesen Grössen erhält. 

Durch die üblichen Polarcoordinaten für das EUipsoid q, d, xp 
werden die rechtwinkligen x, y, » bekanntlich in folgender Art 
ausgedrückt: 

Ia? = pco8Ö 
y = y^r=6-.«i„öcosV^ n^^^oi^ 

*=.V?=?sinösinv.; (^<^<^^) 
man findet die L am 4 sehen Ausdrücke; wie sie sich durch Auflösung 
der drei Flächengleichungen ergeben, wenn man in (53) setzt: 

cos = "T — 

bc 



(53, a) 



smacosV' = •^-^- — 

fr/c'-ft« {c>b>v) 

smOsmfD = * ; • 

Alle Zeichencombinationen erhält man, wenn fi alle positiven 
Werthe von b bis c und zurück durchläuft; während yf**— 6* po- 
sitiv bleibt und ^c'— /ba* von der positiven ^c^-^b* durchs Negative 
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continilirlich zu ~|/o*— 6' znrückläafi Unterdessen geht v Ton 
— 6 zu 6 während y^fc'— v* und }^c'— v* positiv sind; dann ändert 
]/6*— 1^* sein Zeichen während v von 6 zu — 6 znrttckkehrt. 
Die eingeführten Coordtnaten heissen die elliptischen Coor- 
dinaten. 

§. 77. Nachdem auf den Gedanken hingewiesen wurde welcher der 
Einführung neuer Coordinaten zu Grunde lag^ gehen wir auf sjn« 
thetiache Art zu Werke, und verbinden und %ff mit zwei Buch- 
staben {i und V durch die Gleichungen (53, a). Diese Substitution 
ist gestattet, da die Summe der Quadrate der rechten Seiten von 
(53, a) wie die der^ linken 1 giebt; sind und %lf reell g^eben so 
findet man ein bestimmtes fi und v wenn man diejenigen Fest- 
setzungen über die Zeichen macht welche man am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen findet, so dass also Winkeln und % welche 
zwischen und \n liegen, positive Werthc von /u, v und sämmt- 
lichen Wnrzelgrössen entsprechen. Umgekehrt entsprechen gege- 
benen Werthen von ii und v in den Grenzen fr und c resp. und 
fr^ reelle d und t^. 

Es scheint zweckmässig, an dieser Stelle einige im Folgenden 
häufiger wiederkelirende Formeln und Festsetzungen zusammen zu 
stellen. • 

a) Grössen die von /t^ und v^ abhängen wie und i// von §1 
und Vy heissen 0^ und \ff^ . 

fr) Man bezeichnet durch i und ^ folgende elliptische Inte- 
grale, deren obere Grrenzen ii und v positiv reell sind: 

für f» = c resp. v = b werden i und ^, die dann nur fr und c ent- 
halten, ü> und m genannt. 

c) Die Functionen Pi(cosö)cosmi^, PZ(cos0)Binmtf;, die mit 
Ca und Sm bezeichnet wurden, sind (p. 181) ganze Functionen von 
cosd, sm0co9tfß, sindsint^, lassen sich also mit Hülfe von (53, a) 
in ganze Functionen von fiVf }/^*— fr'^fr*— v", "^c^^fA* y c'— v* trans- 
formirea. Diese so transformirten Functionen, welche vermittelst 
(53, a) identisch mit den ursprünglichen siiyl, heissen noch immer 
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C und S, und es werden ihnen die zur Deutlichkeit erforderlichen 
Indices oder Argumente beigefügt; so dass z.B. C[fifV] die Func- 
tion ist^ welche nach der ursprünglichen Bezeichnung in C(0,^) 
übergeht, wenn man für fi und v die Grössen und t/^ einführt 
Dieselben Functionen von 0^ uud ip^ oder fi^ und v^ kann man 
zur Abkürzung y wenn das Verständniss durch Foi*tlassen des obe- 
ren Index n nicht erschwert wird, einfach durch C und S' aas- 
drücken; man lässt dann die Argumente fort. Die Formen welche 
C und S nach diesen Substitutionen annehmen, findet man im fol- 
genden Paragraphen weiter erörtert. 

d) Die partielle Differentialgleichung, welcher P« genügt^ yon 
der particuläre Lösungen auch durch die C* und iS" ausgedrückt 
wurden^ nämlich (48) nimmt durch Einführung der neuen Coor- 
dinaten die Form an 

(54)... |^ + |l{+«(n+l)(^«-yV=0. 

§. 78. Mit Hülfe des §. 71 ist es nnöglich, C und S auf 
doppelte Art durch f$ und y auszudrücken, nämlich zuerst als 
endliche Reihe, dann als Integral. /Da einen Winkel mit posi- 
tivem Sinus vorstellt, so wird als erster Ausdruck von C und S 
erhalten, wenn man die Formeln dadurch in eine zusammenzieht, 
dass man die Gleichung für Cm+iSm und C« — tS.» giebt: 

(55) ... c:[^,v]±ts:[^,v]= 

$!l,r^J ist hier dieselbe Function, welche früher durch dies Zeichen 

ausgedrückt wurde, nämlich 

CR» f f^^\ — /^v\"-"* (n — m)(n — wi— 1) //U v V""'"'^, ^.^ 
*• Vb^J " Vb^J 2(2n-l) VEFJ + ^*^- 

Der Werth von C und der von S, mit einer willkürlichen Grösse c 

so zusammengesetzt wie es §.71 geschah, wird zweitens 

(55, a) ... ^ ^ -(c:[^,v]cosma+S:[^,y]sinma) 

2 il(« + m) il(» — m) 

^+t \ r4 =Tf — co8i?+f^^ V-r-TT — ^'°^ ) cosin(f7-a)di?. 

oc b^c^^b* cyc*-b* J 



r 



> 
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Man mag die Formel (55) oder (56, a) benutsen, so ist klar, 
dass die C und ebenso die S in vier Klassen zerfallen. 
Die C zunächst werden ganze Functionen von fi und v fbr ein 
gerades m, aber gleich yfi* — b*^b* — v* mal einer ganzen Function 
von ft und v wenn m ungerade ist. Berücksichtigt man, dass $1 nur 
solche Potenzen von /c« und v enthält welche »— m gleichartig sind, und 
dass dieser Ausdruck um C zu geben nur mit geraden oder nur mit 
ungeraden Potenzen von y^* — b^^b^ — v*, nur mit geraden von 
yc' — ^'yö' — V* zu multipliciren ist, so erhält man folgende ver- 
schiedene Formen von C, wenn G(p) eine ganze Function von fi 
und V vorstellt; in der alle Exponenten von ft und v mit p gleich- 
artig sind, nämlich: 

In jeder von diesen sind zwei Gattungen zu unterscheiden, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. In ähnlicher Art hat mau zu- 
nächst £i^ = 0; allgemei^L 

Swi = yc*-^*>V-.c*G(n — 2w— 1). 
Gehen wir zu besonderen Werthen von C und S über, 
und setzen zuerst fi^b, ferner auch j/^i* — c*, ^v^ — c^, '\fv* — 6* 
für i^c^ — fi*, % |/c* — V*, und t]/6' — v', so wird für ^ = & 

c / ' " \cy ' ^c 

vergleicht man hiermit die obigen Formen, und bemerkt dass nun 
C2m-\-i = S2m = Wird, 80 fiudct man 

CS. [6, V] = (-1)-Pi.(^), SL+i[b. n] = {-irPL+i (j)- 

Für fi = c wird 

c±is = p(p, 

daher 

s:[c,v] = o; c:[c,i.] = p:(|). 

Unter den bisher aufgeführten besonderen Werthen war kei- 
ner bei^ndlich, auf den sich Sa« reducirt, und der von verschie- 



c:±is: = (±ir(i^Ely ^i(l) = (±ifp'„(j}, 
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den wftre; wegen der apftteren Anwendungen nntenudie man 

ftir fi = b, welches ; wie man aus der Aufstellang der 
ffi* — 6" 

Formen für die C und S ersieht, endlich sein muss. Stellt f jene 

sweitheiligC; in (55) zur m*®'^ Potenz zu erhebende Grösse bei oberem, 

f^ bei unterem Zeichen vor^ so wird für fi == 6 

Den Werth von f auf der rechten Seite findet man durch Dif- 
ferentiiren nach ft, für ein gerades m 

7t \ c ) ' 



so dasB für /ü s fr »u setzen ist 

natürlich mit Ausnahme des Falles m = 0, für welchen auf der 
reckten wie auf der linken Seite erhalten wird. 

Macht man in den Ausdrücken für C und S die Grösse v 
glmch unendlich^ so erhält man andere einfache Werthe auf welche 
sieb diese rednciren. Nach Division von (55) durch i^ entsteht 
für y SS OQ 

(C±iS)p-- = (£)*(ooa«»Z±<Binmz), 

wenn man wie oben yy'— fr* und ^fv^^-c* gleich t/fr'— v* und 
i|i^(.*— V* setzt; und für fi einen Hülfswinkel x durch die Formeln 

cos y = , , sm;f = \ ^ 

einführt. Man hat also die beiden Gleichungen für y st oo 

^ cos injf+i sin m;i; 

""(l/Ä'cos'z+c'Mn'"^* 
An merk. Zur Darstellung von C und S durch das Integral 
(55ya) wurde die Formel für P benutzt, welche die n** Potenz im 
ZftUer enthält; es wird nur der Bemerkung und nicht eines w«te- 

H«1b«, Handbucli d. Kugeli^octioneo» 14 
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reu BewaiseB bedttrfeD, dass ein ftbnlicher Ausdnsck sich doreh 
VertauBchung von n im Exponenten mit — (n+1) ergeben hätte. 

§. 79. Im §.71 wurde hervorgehoben ^ dass die allgemeinste 
Form ebes Integrals der partiellen Differentialgleichung (48), 
welches eine ganze Function von cosd, etc« ist; durch den Ansdmck 

(a) ... T(c«c:+*«s:), 

welcher also 2n+l willkttrliche Constantea e «ttd k enthält; dar- 
gestellt sei; es wird daher die allgemeinste Form eines Integrals 
von (54), welches eine ganse Fonetion der drei Prodncte ^y, 
y^«— 6«|^6« — y*, y c* — fi* /c* — y' sein soll, gleichfalls durch (a) 
gegeben. Der Kern der Lam^'schen Untersuchungen liegt nun 
darin^ dass er zeigt, es lasse sich (54) auch durch (3fi+l) Producte 
von der Form £(/i)£(r) integriren, d. h. durch Producte von zwei 
Functionen, von denen die eine nur fi, die andere nur p enthält, 
nnd zwar hängt die eine E(f») auf dieselbe Art von /» wie die 
andere E(v) von ¥ ab; die Function E(fi) ist ganz in Bezug auf 
fe, y^'— 6*, y^** — c*, wodurch die ähnliche Eigenschaft von E(v) 
in Beottg auf v, etc» von selbst mitgetheilt ist. Wir bezeichnen 
die Ausdrucke £ als Lam^'sche Functionen. Mnltiplieirt man 
jedes dieser Producte mit einer willkürlichen Constanten und adr 
dirt; so hat man ei^ie ganze Function von f^, ^fL^^-b*, }/c' — ^'^ 
V, )fb*—v*, yc'— »% mit 2n+i Constanten, die gleichbedeutend 
mit der ursprünglichen Lösung sein wird. 

Man hat also na<rhznweisen^ dass solche Producte in der er* 
forderlichen Anzahl existiren^ ausserdem aber: 

a) Dass die Producte E{fi)E(v) sämmtlich verschiedene Lö- 
sungen geben, d. h. solche, zwischen denen keine lineare Bezie- 
hung der Art besteht, dass die Bumme der Glieder iliB(^)JC(v), 
(wo die « irgend welche Constante bezeichnen, die nicht alle 
sind, und wenn über alle E sttmmirt wird) nicht identisch ver- 
schwinden kann. Dies ist erforderlich, damit man wirklich eine 
FnnetioD mit 2ii+l willkürlichen Constanten zusammensetzen kann. 

ß) Dass die allgemeinste Form einer Function, welche der Dif- 
ferentia^eichung (54) genügt^ und ganz in Bezug auf die drei Pro- 
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dneto i$^t etc. ist, mit der aUgemeineten Jorm eiper solclien über- 
eioatimmt welche der Difierentialgleiobung genügt, und ganz in 
Be«ug auf die sechs Grössen fA, v, ^fi^-^b*, etc. ist. Dieaes lässt 
sich acbon an der gegenwärtigen Stelle aeigen: geht man nämlich 
anf (48) aurttck, so enthält das allgemeinste Integral, welches eine 
endliche Function darstellt ausser den mit C und S bezeichneten 
Örösaen noch lineare Verbindungen 



£ (cMC08mt/^+ikMsinifiyr)Pj|(co66) 

und ähnliche; in denen Q statt P auftritt. Sollen diese, in fi und v 
umgesetzt, bei gehöriger Wahl der c und Ar, ganze Functionen 
von den sechs Grössen ^, v, etc. liefern, so müssen sie auch fUr 
einen besondem Werth von /t, z. B. /t = c, ganze Functionen von 
V, yb*—v*, ]/c'— y* werden. Dieser besondere Werth entspricht 

aber (p. 205) den Ausdrücken cosd ^ T; V' ^ ^; ^^ ^^^ 

bei gehörig gewählten c und k, ganz nach v, ^6*— f*, y^* — v" 
wäre. Nun wird aber jede lineare Combination der 0\jrj Air 
y rs b unendlich, da Om(x) für o; = 1 in's unendliche wächst, und 

zwar 0^ etwa wie ein Logarithmus, Q^ wie (a:*— 1) *, was man 
sogleich aus den Reihen Cl erkennt. Da die Qm auf verschie- 
dene Art in's unendliche wachsen, und die P für xssi verschwin- 
den, so müssen alle k Null sein. Aber auch die P deren unterer 
Index m grösser als der obere n ist müssen fehlen, da wenn m^n, 
die P Air ein gewisses' Argument, und zwar gleichfalls wie ver- 
schiedene Potenzen derselben Wurzelgrösse (cf. p. 126 die Be- 
merknng zu Gleichung (S6, 6)) unendlich werden. Es kann daher 
eine ganze Function der sechs Grössen fi, v, etc.; die unserer Dif- 
ferentialgleichung genügt, nur linear aus den ganzen Functionen C 
und S der drei Producte (av, etc. zusammengesetzt sein« 

Die Einführung der oben erwähnten Producte E(ji)E{y) ver-* 
dankt man Lam^; die andere Form der Lösung unserer Diffe- 
rentialgleichung (54) vermittelst der (Sn-f-l) durch (55) oder (55, a) 
gegebenen Functionen C nnd S hat der Verf. zuerst mi%e- 

14 • 
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iheilt *) und mit Hülfe derselben die Aufgabe ans der WSrmetheorie, 
welche Lam^ im vierten Bande des Liouville'schen Journals 
löste; anft neae behandelt Der Verf. zeigte am obigen Orte dme 
Benntznng der transformirten Differentialgleichung (54) , auf die 
hier angegebene Art; dass das Integral (56; a) eine particulSre 
Lösung dieser Differentialgleichung sein müsse. Jacobi **) hat 
später mit Hülfe der Additionsformel für die elliptischen Functio- 
nen durch directes Einseteen des Ausdrucks (55; a) in die Gleichung die 
genannte Eigenschaft des Integrals einfach verificirt, während der 
Verf. die nachträgliche Verification nur durch eine äusserst lästige 
und daher zur Veröffentlichung nicht geeignete Rechnung auszQ- 
ftlhren im Stande war. 

In den nächst folgenden Paragraphen werden zunächst die er- 
wähnten Functionen E aufzusuchen; femer Hülfsmittel; um den 
Funkt (a) zu erledigen; anzugeben sein, und endlich wird auch 
der Beweis der Behauptung in (a) geführt. 

§. 80. Soll (54) eine particuläre Lösung f von der Form 
E(ji)E(v) besitzen, so muss man offenbar die Gleichung haben 

Da auf der linken Seite £(v) mit einer Function von /i allein — 
sie sei FQi) — multiplicirt ist; so hat man die Gleichung 

E(y)F(^) = E(ji)<P(v), 
worin die Bedeutung von ^(v) ohne weiteres^ klar ist; es kann 
also F(jii):E(fi) kein fi enthalten; oder es ist eine Constante, die- 
selbe wie 4>(y) : £(y). Nennt man diese (b*+c*)B, indem es wegen 
des Folgenden besser ist, sie nicht durch einen einfachen Buch- 
staben B SU bezeichnen; so müssen die Functionen £ so beschaffen 
sein, dass sie die gewöhnlichen Differentialgleichungen 

(56) . . . l °* 



*) Grelle, Journal f. ICath. Bd. XXIX: Beitrag aur Theorie der Ansiehttng 
und der W&rme. 

**) Grelle, Journal f. Ifatli. Bd.XUI: Aussog eines Sehzeibeiis des Fkef. 
C. G. J« Jaeobi an den VerfMser. 
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erfüllen. Seist man für « und ( ihre Werthe em, so verwandelt 
sich die erste in 

(56,a)... (^.-.6.)(^.-.0^|M+^(2^.^6'~c«)^ 

+ [(6»+c«)B-.»(ii+l>*]£(^) = 0, 

während die Differentialgleichung fbr E(v) aus der rorstehenden 
durch blosse Vertauscbung von fi mit v entsteht. 

Dass E der Differentialgleichung (56; a) oder (56) genügt^ war 
erforderlich, damit fss E(fA)E(v) die Gleichung (54) erf&llt; 
es ist aber auch hinreichend. Multiplicirt man nämlich die erste 
Gleichung in (56) mit £(») die zweite mit E(ji), macht E{fi)E(y):=f 
und addirt, so entsteht genau (54). 

Da (56; a) für jede Annahme von B Werthe für E giebt, so 
kann man unendlich viele Zerlegungen von f in solche Producte 
£(/i)£(y) vornehmen; die Zahl der Zerlegungen wird aber 
endlich, und genau gleich (2n+l), indem genau für 2n+l 
verschiedene Werthe von B eine Lösung von (56) (eine Diffe- 
rentialgleichung asweiter Ordnung hat zwei verschiedene particuläre 
Lösungen) eine ganze Function, von fi, yfi* — b^, y^t^— c*, resp. 
von ¥, etc. giebt; und wir nur solche Zerlegungen suchen. 

§.81. Wenn wirklich Functionen E der Art wie es §. 79 an- 
gegeben war, existiren, so sind sie offenbar so beschaffen, dass 
jedes Product sich linear aus den C und S zusammensetzen lässt 
und umgekehrt, dass C und S sich linear aus ihnen zusammen-, 
setzen lassen. Man kann, von diesen Betrachtungen ausgehend, - 
untersuchen, ob auch die E in verschiedene Klassen zerfallen, die 
der Elasseneintheilnng auf p. 208 entsprechen, so dass eine Klasse 
die nach ^ ganzen C, eine zweite die y/A*'—b* als Factor enthal- 
tenden C, eine dritte und vierte die verschiedenen 8 hervorbringt. 
Es wird sich später, im §• 83, sehr leicht ergeben, dass der Grad 
von E(fi) in Bezug auf fi, YfÄ^^-S^, ^c^—fi*, gleich n sein muss, 
so wie auch dass jedes nur gerade oder nur ungerade Potenzen von 
fi enthält; um sogleich eine fUr späterere Betrachtungen geeignete 
Bezeichnung einzuführen, versuche man {2n+l) Functionen E zu 
bestimmeni die in Klassen K, L, M, N zer£sllen; welche die Form 
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hah«a: 

K(ß) = ?.f*"+?.^"-''+Äf«"-*+etc.; (0+1); 

^ Jf(^) = ^fi^^^' (?.ji»-*+ff,^"-'+etc.); («-0); 

JVGi«) ='yj^^^=T*Vfi^^^\g,ii'-'.+g,ii'-*+«tc.y, (ff); 

/ R n— IN 
(^^ = 2-' — > 

Lassen sich wirklich dieselben in gehöriger Anzahl bestimmen ^ so 
erhält man auf angegebene Art; nämlich durch eine Summe von 
2n+l Prodttcten aE(fi)E(v)y in welcher die a Gonstante bezeich- 
nen, eine Lösung, welche ebenso allgemein ist, wie (a) im §• 79. 
Die Grössen JB, welche diese Lösungen verschaffen, werden wir, 
je nachdem sie ein K oder L etc. hervorbringen durch St, i, 3R 
und 3t unterscheiden. 

Es sind den Formeln für K, etc., in welchen die g offenbar nu- 
merische Gonstante bezeichnen sollen, in Parenthese Zeichen <t+1, etc. 
beigefügt; die Bedeutung dieser Zeichen zu erklären, -machen wir 
darauf aufmerksam, dass offenbar die üf, L, etc. resp. nur die G« 
C2m-k-i) ^sm+i; 'S?» crzeugon können, indem z. B. Gm eine ganze 
Function von /i und v ist, also sicher keine Producte L(jji)L(y\ etc. 
in linearen Verbindungen enthalten kann. Es ist nun jedesmal 
angegeben, bei den IT wie viele Gi«, bei den L wie viele Ci^+i, etc. 
existiren, wie viele Functionen resp. K oder jL, etc. man also zu 
erwarten hat, und nachher wirklich findet Zur Abkürzung wurde 

a SS ^ oder = —r — gesetzt, je nachdem n gerade oder ungerade ist^ 

§• 82. Die Oleichung (56, a), die zu betrachten ist, gehört 
nicht zu der einfachen Art, welche bisher durch Beihw integrirt 
wurde, sondern zu der Klasse, welche Euler am Schlüsse des 
VIIL Kapitels im zweiten Bande der Integral -Becbnang Sectio I, 
no.992 einführt, in denen jedes Glied der für das Intagrid ge- 
suchten Reihe dnrch zwei vorhergehende bestimmt wird. In sol- 
chen Fällen gewinnt man in der Regel nicht leicht ein lUiersicht- 
liches Gesetz, nach dem die Reihe zu ordnen ist, und Eni er hat 
deahalb im IX. Kapitel Mittel zur Transformation aoloher Diffis- 



nen 

c 
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rentialgleichnngen ge^ben^ die in ziemlich allgemeinen F&llen attfr- 
reichen, um sie in eine andere zu Terwandeln, die durch einfachere 
Beihen integrabel ist Alle diese Mittel fhhren bei der vorliegen- 
den Gleichungi so lange b und e allgemein bleiben, nicht zvm 
Ziele; ist bsaO, »o verwandelt sie sich in 

d*F dV 

Würde man hier Bs=0, 1*, 2'; ... n* machen, und ^s= ersetzen, 
so würde sie in (39,6) übei^ehen, also durch die (n+l) Functio- 

PliJ- ^J integrirt werden, d. h. für ein gerades n durch 

a+1 Functionen P^, P,, P^, etc. mit dem angegebenen Argument, 
die sftmmtKch von der Form K sind, und durch n — tf Functionen 
P, , P,, etc. von der Form Jf. Ist n ungerade, so sind die ^+1 
Ausdrücke P,, P„ etc. von der Form K, die «— * übrigen P,, P„ etc. 
aber M. Macht man 6ao, und {i^cxj so heisst die Gleichung 

stimmt also für 

2J? = n(n + l), n(n+l)— !•; «(« + l)-^2*, etc. 

mit (39) überein, wird daher n+1 Integrale Pl(-^^ oder was 
dasselbe ist K^Ui-j enthalten, die für m = 0, 2, etc. von der Klasse 

K oder JV (denn ii»^^—h^ Vf**— <^* wird /u'— 6*), an der Zahl 0+1^ 
für m s= 1, 3, etc. genau n — a von der Klasse L oder M sind. 

§. 83. Gehen wir auf den allgemeinen Fall zurück, geben 
also 6 und e nicht besondere Werthe, so sind zunächst nadiLam^'s 
Art die ganzen Functionen von ^ aufzusuchen, welche bd |Assend 
gewähltem B, welches dann ft heisst, (56, a) integriren. Würde man 

JE s af»* + aj fi*-* + a, /r»«"^ + etc. 
setzen, wo a eine ganze Zahl bezeichnen muss, und die Beihe nur 
nicht negative Potenzen von ^ enthält, so würde nach der Sub- 
stitution von £ in die linke Seite von (56, a) das Glied, welches die 
höchste Potenz von fi enthält 

a(a(a+l)— n(»+l))^*+^ 
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sein; damit es verschwinde ist as=sn zu machen; so dass wirklich| 
wie §. 81, S. 213 behauptet wurde, £ eine Function vom n**" Grade 
wird. Femer übersieht man sogleich dass eine lineare Gleichung 
zwischen a und a, , dann zwischen a^a^, a^] zwischen Oi > ^49 ^^ ; ^^* 
entsteht; dass man also ein Integral erhält , wenn man auch a^ == 
a, = a^ etc. = macht. Wir setzen daher um Weitläufigkeiten zu 
vermeiden; sogleich für E eine Reihe der Form JSf aus (57); also 

für Ein) 

ä'Ca*) = ffo ^^ + 9 t f*"~^ + • • • + 90/^"-^" 
ein*); die mit fi^ oder ft^ schliesst; je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist; ausserdem machen wir zur Abkürzung 

Würde man nur fi'' für E iu die DiiFerentialgleichung substitnireD; 
so würde man 

(r — n)(r+ji+l)^'^+Hp(ft — r*>''+gr(r— l)^»--* 
erhalten; .multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Factor 9».r von 

fi'' in K, und summirt über alle r, setzt darauf alles was in dieselbe 
Potenz von /t« multiplicirt ist gleich Null; so entsteht dadurch dass 
der Factor von ju"+'""'** verschwinden muss 

2m(2»+ 1 — 2iii) jf.» = 

p(Ä— (n + 2 — 2m)*)sf^i+5f(«+3 — 2m)(ii+4 — 2m)flf«^. 

Macht man der Beihe nach m as l^ 2, etc.; a+l, und bemerkt; dass 

4/.1; 9tf+i; 9<v+2; 6tc. nicht existiren also = zu setzen sind; so 

entstehen die Gleichungen 

2(2ft^l)Sr, =tp(«-ii')flfo 

4(2ii-3)j. =p(ft-(ii--2)«)y,+5f»(ii-l)ffo 
6(2ii~.%,«p(ft-(ii~4)«)jr,+5f(«-2)(n-3)y. 

Si2n^7)g,^p(S^{n^eng,+q{n^i){n^b)g, 
etc. etc. etc. 

2a(2ii+l— 2<f) jfa = p(Ä — (n+ 2 — 2(T)*)flfa-i 

+9(«+3— 2<y)(»i+4 — 2(r)ja-2 

«= p(ff — (n— 2o)*)jfei + ?(n+l— 2tf)(ii+2— 2<y)jftf.i- 

•■^^■^— — "— ^""^ 

*) Die Integrationen der DifferentiAlgleichxmgen in diesem und den nadhsten 
iwei Paragraphen sind in Lam^*8 Legons snr lee fonotions inyersea etc. §. 195—197 
vollständiger als an der Stelle, an welcher sie suerst auftreten (Lioarille J. d. 
H. Bd. IV) ausgeführt. 
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Aus der Grösse g^, die der Natar der Sache nach ^wfllkttrlich 
bleibt, und ft bestimmt man g^ vermittelst der ersten Gleichnng, 
ans der zweiten g^, etc., aus der a*^" endlich gaj es wird jjf, 
eine ganze Function ersten Grades von St, also g^ yom zweiten, 
etc., ga vom a**" Grade. Die Bedingung für die St, dass die 
Reihe für ÜT nicht negative Potenzen von fi enthalte, wird durch 
die a+V^ Gleichung zwischen g„ und g^^^ ausgedruckt; berück« 
sichtigt man den Grad von g^ und g^^^ nach St, so ist dieselbe 
offenbar vom a+V^^ Grade. Man hat also diese Gleichung zu- 
nächst auf dem angegebenen Wege zu bilden ; man wird sp&ter sehen, 
dass sie genau so viele verschiedene Wurzeln St^, St*, S\ ... Stf 
hat, als ihr Grad a+1 anzeigt. Indem man in die gefundenen 
Ausdrücke für die g die verschiedenen St substituirt, erhält man 
4r+l Functionen K, die man durch^ Indices unterscheiden kann, 
und zwar mag für A » St^'\ g^ vollständig g^^^ und K voUstäod^ K^'^ 
genannt werden *), so dass 

jifW(^)«^-y+»i*V"'+6tc. 

wird; der Symmetrie halber erhält auch die willkürliche Constante 
g^ den oberen Index s. Es haben sich also Functionen K in der 
erforderlichen Anzahl ergeben, vorausgesetzt dass die War- 
sein A sämmtlich verschieden sind. (Der Punkt («) des 
§• 79 ist dann allerdings noch nicht erledigt; es handelt sich hier 
mir um die Anzahl der erhaltenen K ohne Rücksicht darauf, ob 
es noch möglich ist, sie durch lineare Gleichungen zu verfaindea.) 
Utti diesen Nachweis zu führen bemerke man, dass die Glei- 
chung für St von der Form 

Ä*+*-f-aft^+/»ft*'"*+ etc. « 
ist, wo die a, ß, etc. ganze Functionen von q bezeichnen, rationale 
nach p; die Art, wie diese Gleichung gebildet wurde, zeigt dies 
sogleich. Stellt man sich die Aufgabe, sämmtliche ganze Functio- 
nen welche (56, a) integriren, wenn frsso, aufzusuchen, so kann 
dies vermittelst der bequemeren Methoden des ersten Theiles ge- 



*) Es ist TorlSafig Überflüssig, den Bacbetaben m ah Index ansnbangen, da 
immer von Fanotionen mit demeelben « die Bede ist. Weohaelt «^ so wird n 
als unterer Index beigefügt. 



218 U. Tlieil. DritUs Kapitel §.88| 57« 

sdiehan; wir wissen dciroh diese^ daaft dia sämmtlioheii Ftmetioiieii 

Amf-^) sind. Man muss also dasselbe Besultat durch die Inte- 

grations -Methode dieses Paragraphen erhalten« Dadurch entsteht 
aber genau dasselbe System Ton Gleichungen wie oben^ nur daas 
p und 9 die besonderen Werthe 26*^ b^ erhalten. Man findet also 
zur Bestimmung der Jt genau dieselbe Gleichung die wir so eben 
erhielten; nur muss in a, ß etc. fUr p und q der besondere Werdi 
gesetzt werden. Jedes ft, welches der Gleichung genügt, leistet 
das Erforderliche. Setzt man 6 =: c so können dadurch verschie- 
dene Wurzeln zwar gleich; aber nicht gleiche verschieden werden; 

in diesem Falle sind aber (§. 82) die Wurzeln ^^'^^^\ **("+^)^^* ^ 

n(n+l) — 4* , , . , , , r, ,, 
5 , etc., verschieden und a + 1 an der Zahl. 

Hiermit ist allerdings der Beweis von der Verschiedenheit der 
Wurzeln noch nicht vollständig geführt, sondern nur gezeigt^ dass 
nicht zwei von ihnen gleich sein können, so lange 6 und c allge- 
mein bleiben, und dies mag vorlftufig genügen. Für gewisse 
Werthe von 6 und c werden wirklich Wurzeln gleioh, (m. 
vergl. auch die Beispiele am Schlüsse des Paragraphen) aber diese 
Werdie von 6 und c sind imaginär und kommen bei uns deshalb 
nicht vor. Im folgenden Kapitel wird sich eine andere Form der 
Gl^chnng f)lr die St ergeben, aus der man durch algebraische Mittri 
ohne Hinzuziehung der Integral-Bechnung beweist dass die Wur- 
zeln fbr alle reellen b und c sämmtlich verschieden und reell sind. 
Letzteres, die Realität der Werthe, ist schon von Lam^ nachge- 
wiesen, und zwar durch das Verfahren, welches im §. 86 mitge- 
tfaetlt wird, während die Verschiedenheit der Wnrzeln sich erst 
bM Liouville *) erwähnt findet, der Folgendes darüber sagt: 
H. Lam^ a prouvä qne ces racines sont toutes r^^es; il e'est 
servi pour cela dlnt^grales d^finies : ajontons qu'en emplojant eon- 
venablement le thdor^me ou plotdt la m^thode de M. Sturm ^ on 



*) LioaTillei Jpumal de Matb. T.XI: Lettres sur diTsraet qaestions d*aiia- 
lys« et de pbjfiqae «ath^matiqae oencernsat TeUipsoIdey adiesi d es 1^ !€• P. S. 
Blsnohet» Premix lettre, p. 321. 
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anrait p« d^montrer d'me auuuire jkoM mple enoore qa« les ra- 
cineB de chaque ^quation en B sont reelles et inegales entre elles. 
An dieser Stelle zogen wir vor, nicht auf dem hier angedeuteten 
sondern auf obigem Wege die Verschiedenheit der Wurzeln nach- 
zuweisen; später (§.86) wird nach Lam^ ihre Realität gezeigt A«f 
die eben erwähnte zweite Foitn der Gleichung fbr die ft, in derp 
und q nicht gelbst vorkomme , soll im §.95 die Sturm' sehe Me- 
thode zum einfachen Beweise der genannten Eigenschaften ange- 
wandt werden. 

Dass ferner die K selbst verschieden; und dass nicht zwei von 
ihnen identisch werden, die zu Terschiedenen St gehören; erkennt 
man schon an g^ ; man hat nämlich 

g, ^2(2n^l)' 

einen Ausdruck alsO; der bei jeder Aenderung von St seinen Werth 
selbst ändert. 

Im folgenden Kapitel wird die Gleichung der St mit den bei 
orthogonalen Substitutionen entstehenden Gleichungen in Verbin- 
dung gebracht. 

Beispiele: Für »^ wird es nor ein K geben, und swar 
ITss g^, gl^eh einw Gonataoten; fttr » b i -wird K^ g,/*.. Für 
s ^ 3 also o =s 1 muss K von der Form srnn: 

nnd nnsere Gleichuafen gehen in die beiden 

S.Sj, «p(ft-4)jr„ 

Ilber. Dies ^ebt Air St 

•p*«(ft— 4)+12g = 0, 
also zwei Werthe 






päd «Btipreoheitd 
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r=,.(^.+?«^). 



Fttr n s 3 wird <r « 1; ferner 

daher 

Orrp«(ft-l)(Ä-9)+60g. 
Für it » 4 oder a = 2 ist 

= P«sr, + 2g^,, 



folglich 



«-16 
9i'='P9o — Ji — I 

_ p«(ft-4)(g-16)+168^ 
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p«ft(« — 4)(Ä— 16)+ie8gft+40g(ft— 16) » 0. 

Für fr as c d. h. p =s 2fr*, 9 = fr^ verwandelt sich die letzte Formel 
in ft'— 20ft*+116ft— 160sO, hat demnach die Wnrzebi 10, 8, 2, 
wie es nach den obigen Bemerkungen sein mnss. 

Wird z. B. im Falle ns2 fbr fr und c ein solcher besonderer 
Werth gesetzt y dass 3q s p\ so hat die Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln ft*ssA*ss2. Die Bedingung sagt, dasa dann fr^+c^— fr VaO, 

d. h. ,, , s= sein muss, so dass fr und c in diesem Falle nicht 

O ■j"C 

beide reell sind. M. vergl. p. 218. 

§. 84. Nachdem über die K gehandelt worden ist besteht 
nun die zweite Aufgabe in dem Aufsuchen Ton (n — a) Functio- 
nen L; mit Rücksicht auf die Form derselben in (57) mache man 
L =s »y^*— fr*, wo 9 eine ganze Function (n— 1)^*^ Gnubi toh 1$ 
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werden miwi, und stelle dtureh Eineeteen in (56, a) 4ie 01eicki»jg 
für « her. Diese wird 



(/»•-6«)(^*-c*)^+;»(V-p^2««)^ 

+(p8-c»-(«-l)(n+2)^> = 0; 
wie im vorigen Paragrraphen behandelt glebt sie 
2»(2»— 2«»4-l)j, =s (p(8 — (n+1— 2m)») — c*(2«+3— 4»))^_i 

+q{n+2 — 2m){n+i — 2m) ji._2, 
also 

2{2n-l)g, = (p(2-(n-l)*)-(2n-l)c*)g„ 
4(211-3),. = (p(8_(a_3)»)_(2n-3)c»),,+g(»-l)(n-2)5., 

etc. etc. 

2{n-a^l)(2a+3)gn.a-i = (p(8-(2a+8-ii)«)~(4a+7-2»)c*)sw.ci.2 

=r (p(8-(2tf+l-n)*)-(4ir+3-2ii)ü«)y^a.i 
+g{2a+2— «)(2<r+3 — ii)jf,^^2. 

Benutzt man diese Oleichnngen wie die entsprechenden des yorigen 
Paragraphen y so findet man alle n — a Grössen g durch 8; und 
schliesslich S durch eine Gleichung vom Grade n — c. Dass diese 
verschiedene Wurzeln, welche mit 8*, 8', etc. 8""** bezeichnet wer- 
den, haben mnss, dass also n — a verschiedene 8 entstehen, sieht 
man ein, indem man wieder auf den besonderen Fall bssc zurück- 
geht; da in diesem die Differentialgleichung der E in die der 

Pm^x'j übergeht, so stimmt die so eben integrirte der s mit der 

ttberein, welcher die Grössen 



y^^mp'^-Cy) 



genügen. Würde man diese Differentialgleichang, welohe mur und 
immer ftir die fi—<r ungeraden Werthe ms 1, 3, etc. ganze Functio- 
nen von fi liefert, nach der allgemeinen Methode behimdelt haben, 
so hätte der entsprechende specielle Fall der Gleichung für ^ 8 
entstehen müssen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln 8 
28=*»(ii-fl)-l, it(n+l)— 3«, ii(»+l>— 5% etc. 
ICan wird ohne weiteres die eben angeateUten Betraehtungen 
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auf fie M libertrftg^n, w^ini man überall b mit c^ 8 und L mtt W 
und Jlf vertauscht. 

Beispiele: Für n = existirt weder L noch Jf. 

Für » = 1 ist L=rj,y^?"=T% Jlf = ^. 1^;?^"?. 

Für » = 2 ist L^y^fA^fi^-b^ M^^ g^fjL ^fjL^-^c\ 
Für 11 =s 3; also <r = 1 wird 

wenn g^ und jf^ in der oberen Reihe andere Constante als in der 
unteren beseichnen* Um die oberen zu bestimmen^ benutzt man 
unser System von Oleichungen und findet 

10,,=(p{8-4)-5c»)A, 
(p8-c»)(p{8-4)-5c»)+20? = 0; 
ftlr die g der unteren Qleichung ond die 9R daher 

10j, = (p(aR-4)-56»)?.', 
(p2R_i»)(p(üR_4)-5ft») + 20j = 0. 

Für Hs=i oder a = 2 wird 

Uff. =(p(8-9)-7c«),., 
(P(8-l)-3c»)(jp(8-9)-7c«) + 84j = 0. 
Für b = c gebt diese Gleichung in 

über, hat also, wie es sein muss, die Wurzeln — und •^. 

§. 85. Es bleibt noch der vierte Fall zu behandeln, d. h. 
man muss die N aufsucheni welche in (56, a) enthalten sind; ai 
diesem Zwecke setze man in die Oleichung für £ oder N 

und hat dann die ganze Function s aufzusuchen, welche 

inteigrirt Wenn sptter wieder 6 s= c gesetzt wird, so gehen alle 
Integrale der Oleichung fbr £, welche Functionen von dem Cha- 
rakter iV liefern, in g«n«e Functionen von /» also in Ausdrücke 

K\t) ™^ geradem m über; indem man diese ss (^'-^A^ji setzt, 
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und alle ganzen Functionen z von fi sucht; welche ütr dann ent- 
stehenden Differentialgleichung genügen^ wird man die s nicht er- 
halten ; wenn man diese Pm sämmtlich durch ^* — 6* theilt; indem 
Pp durch diese Grösse getheilt; keine ganze Function giebt: man 
wird alle Integrale der vorstehenden Gleichung; unter der Voraus- 
Setzung bsse, für« finden; die nach fi ganz sind, weün man alle 

p: 

f**—b* 
für M 39 3, 4, etc. nimnit. Die Wurzeln 92 werden licli also f&r 

& sf c in 

2SR = «(«+!) -2», n(«+l) — 4«, etc. 

verwaadeln mUwen. 

Die Integration der QleicbuQg wenn b und c allgemeiu blei* 
ben, giebt 

2m{2u+l~2m)gm = p(lft — l — (n — 2m){n—2m+2))g^^i 

+q(n+l — 2m)(H'k'2—2m)sh^, 
also das System 

2(2n-l)y. =p(5«-l_«(„_2))^„ 
4(2« - 3) j. = p(5« -1- (n - 2) (n-i))g, +q(n-2){n^3)g„ 
6(2»-5) j, = p(«R -1- („ _4)(n-6))j(,+g(«-4)(«-5)ff„ 
etc. etc. etc. 

{2o-2){2n+3-2a)g^_^ = p(5R -i^{n-2c+2){n-2o+i))g^_^ 

+q(n+i-2o){H+3~2a)g^, 
= p(5R-l-(«-2ff){n-2ff+2))y^_, 
+qi(n+2-2a)(n+l-2a)g^^^. 
Diesen Gleichungen ist nach den früheren Erörterungen nichts 
weiter hinzuzufltgen, als die 

Beispiele. Für n = und n= 1 existirt kein N. 
Für « = 2 ist 

Für « = 3 wird 

Fttr M a: 4 endlich bat man a as 2, also 

Nm.YP^rbiyjt^:r^(g,ft*+g,), 

p*(9t -1) (91 - 9) + 369 « 0- 
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Für fr SS c entsteht 

91« — 10SR + 16 = 

und giebt die Wurzeln 2, 8. 

§. 86. Es ist jetzt bewieseui dass die (2»+^) Functionen E, 
80 eingetheilt wie (57) es angiebt, wirklich existiren; und §• 83— 8ö 
enthalten die Methoden duroh welche man dieselben nach Auf- 
lösung einer Gleichung wirklich auffindet. Man sah, dass die E 
im gewöhnlichen Sinne verschieden sind, dass nämlich zwei weder 
identisch sein noch sich nur duroh einen constanten Factor unter- 
scheiden können. Sollen dieselben aber zu den im §. 79 angege- 
benen Zwecken dienen, so darf auch (cf. daselbst a) keine lineare 
Verbindung von Producten SaE(ß)E(v) für alle fi und y ver- 
sohwinden, wenn sich die Summation auf die verschiedenen £ ond 
willkürlich gegebene Constante a, die von einem Producte zum 
andern wechseln können bezieht Man bemerke, dass nur Sfi+l 
Producte in der Summe vorkommen; es war nämlich jedes Prodnct 
E(fi)E{v) so zu verstehen, dass E(v) genau dieselbe Function is^ 
wie E(ja), dass also nur Glieder wie 

aK'(ß)K'(y), aL'(ß)L\v), etc. 

nicht aber 

aK'Oi)K\v), aK'(fi)L\v), aJir»rH etc. 

vorkommen, in welchen s sich von e unterscheidet. 

Soll eine Summe wie 2aE{/i)E{v) verschwinden, so 
dividire man durch y* und setze v=s oo; da v*E{v) sich dadurch 
in g^ verwandelt, also die Summe die Form JSag^E((A) oder SaEifi) 
erhält, so muss 2aE[ii) für alle ii gleichfalls verschwin- 
den. Dieser Ausdruck zerftUt zunächst in die Summe zweier 
Theile l^-f- Vy/i^'-c*, wo U und V ganze Functionen von /i und 
y^ft* — 6* sind; er kann nicht verschwinden, wenn nicht ü und V 
für sich verschwinden, weil sonst ^fi^ — c* eine rationale Function 
.von fi und }/ft* — b* wäre. 17 und V haben wiederum die Form 
O+BYfi^—b*, wenn und H ganze Functionen von f$ beseiofa- 
nen; sie können folglich nur dann verschwinden, wenn OssHssO. 
Fasst man dies zusammen, so folgt, dass. die vier Theile 
aus denen SaEi/n) besteht, und welche die Form haben 
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'O 



«=1 4=1 4=1 



für sich verschwinden müssen; wenn £aE{fi) =^0 sein soll. 
Es wird nun nach Lam^ durch eine Methode , welche der Art 
entspricht; auf welcl c bei früheren Gelegenheiten die Coef&cienten 
in gewissen Ent Wickelungen bestimmt wurden , gezeigt ^ dass diese 
Ausdrücke nicht verschwinden können^ ohne dass alle a gleicb sind. 
Um alle vier Fälle gemeinsam zu behandeln , beziehen wir die 
Untersuchungen auf den Buchstaben E und werden an dieser Stelle 
unter £* und E" gleichartige £ verstehen , d. fa. solche, die beide 
zugleich zu den K, oder zugleich zu den L, etc. gehören. 

Man multiplicire die erste Gleichung (56) p. 112, die man auf 
£* beziehe; mit E^, ferner mit 

'^f - rf r 

und integrire nach (i von b bis c, oder was dasselbe ist nach e 
von bis o (cf. p. 206, 6). Dann wird 

(o) ... (b*+c*)B'y''E'E^ de-n{n+l)/''' ft*E'E^ dt 



nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sich die 
rechte Seite in die Summe des Integrals 

und von 

„ dE' „, rfr-*^ 



/ 



["t-^'-Irl 



Das letzte Glied ist aber = 0, wie man einsieht^ wenn man an- 
statt nach i nach fi differentiirt und dafür mit '^fi^ — b*}fc^-- fi^ 
multiplicirt; denn 

dfi dfA 

wird gleich 0{fM), wo G(fi) eine ganze Function von fi bezeichnet; 
zunächst wenn die £ zur Klasse K gehören; es wird aber noch 
dieselbe Form behalten; wemi E ss L, etc. war. Denn; drückt man 

Htiot, Handbueb d. KugelfünctiODtii. 15 
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immer durch ganze, wenn auch vergchieflme Functionm ans, 

so ist 

dL' G 






dM' _ 

iir a 



dft yfi*-b*yft*-c*' 

es verschwindet daher die nach e differentiirte, in den eckigen Pa- 
renthesen eingeschlossene Grösse und die linke Seite von (a) wird 
nur gleich 

ändert sich also nicht d«fch Vertauschung von $ mit v. Es folgt 
hieraus dasa 

dass also das Integral selbst versdiwindet; wenn $ und v verschie- 
den sind. War s usd v verschieden, so verschwindet daher das 
Integral; es verschwindet nicht, wie man sogleich sehen wird, wenn 
$ SSV. War £* reell oder rein imaginär, so ist das Integral des 
Quadrates, einer Grösse die ihr Zeichen nicht wechselt, 

sicher nicht ; wir zeigen also nur noch, dass £ nicht complex sem 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die B sämmtlich reell sind; 
aus der Art, wie die Coefficienten g der JE gebildet wurden, folgt 
dann, dass auch diese reell oder rein imaginär sein müssen. 

Sollte nändicb B* imaginär 9em^ so nehme man fiir B^ die 
conjugirte Wurzel; war E' =sp+qi so wird E^ ssp-^qi, ^s inJisste 
also 

f''E!'Erd€^f\p*+q*)di 

gleich sein, was unmöglich iat. VLul hat dalier folgende Punkte 
bewiesen : 



/ 
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1) Sämmtliche B sind reell. 

2) / "^E'E'cU, weno E' und E^ gleichartige JE bezeichnen, 

verschwindet sobald 8 nicht gleich v genommen war. 

3) Das Integral verschwindet nicht für < s t). 

Hieraus folgt nach der Methode des §. lö unmittelbar der Sata: 
Ist eine Function f(fi) in eine Reihe von gleichartigen £ (mit 
denselben n) entwickelbar 

so kann die Entwickelung nur auf eine Art geschehen, und die a 
sind bestimmt durch die Gleichung 

a'y*'"E'(/i)E'ifi)dz =y^''f(fi)E'(fA)di, 

ü 

aus der sich jedes a finden lässt, da das Integral auf der Linken 
nicht verschwindet. Man zieht endlich hieraus den Zusatz, auf 
desaen Beweis es in fiesem Paragraphen eben ankam: War f{fi) 
gleich Null, so mUssep alle a Null sein. 

Als Erweiterung des Satzes kann ipan hinstuftlgen, dass 
auch die Entwickelung von flfi) besti|nmt j^t; wenn f nur über- 
haupt nach E (mit gleichen n) geordnet werden darf. Zerlegt man 
nämlich, wie am Anfange dieses Paragraphen fifi) in vier Theile, 
so ist der eine Theil naoh d^ K eatwickelti^r ^tc. etc. 

§. 87. Aus den ))isher gefundenen Eigenschaften der E las- 
sen sich einige einfache Folgerungen ziehen, die im folgenden Ka- 
pitel wieder aufgenommen werden sollen. Es ist jetzt vollständig 
bewiesen, dass jede lineare Verbindung der Coder S sich linear durch 
die Producte E{fjL)E{v) darstellen lässt und umgekehrt; hieraus ist klar 
dass im besonderen Falle auch jedes C oder jedes S selbst eine lineare 
Verbindung von Producten £(/u)£(v), oder, bei der Umkehrung, dass 
jedes Product E(ji)E{v) eine lineare Verbindung von C und 8 giebt. 
Bezeichnet man durch g gerade Zahlen inclusive 0, durch u un- 
gerade Zahlen, zwischen und n, so lässt sich diese Entwickelung 
noch näher bestimmen; erinnert man sich der Eintheilung aller 
deqiselben fi angehörigen C und S in vier Classen (§. 78), so sieht 
man, dass z. B. Cg eine ganze Function von /i und v ist, während 

16* 
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Cu noch y/i** — 6*yv'— 6* als Factor entb&lt, so dass in Cg nur £ 
von der Klasse der K, in C,< von der Klasse der L auftreten kön- 
nen. Man erinnere sich femer; dass genau so vielCjf^ Cu, Su, Sg 
existiren als resp. K, L, M, N, Bezeichnen die ß unbekannte Con- 
stante (in den verschiedenen Gleichungen verschiedene), d. h. von 
fi und V unabhängige Grössen , so hat man folgendes System von 
Gleichungen: 

Cu = 'T°/?f. V ifi) L'(y) ; (n- tf) ; 

«=1 



Su= 2 /i'uM'(f.)M\vy, (n-a); 



«SO 

Sg= S: ß',N'(ji)N'{vy, (a), 

in welchem die Ausdrucke in Parenthese {a+1), etc. anzeigen, 
wieviel Gleichungen man aus der hingeschriebenen erhält; wenn g 
und u alle möglichen Werthe ertheilt werden. Man muss aber 
auch umgekehrt erhalten: 

ür»üf'(») = ^ft;C,;(<r+l); 

L'(fi)L'(v)M,£klCu- {n-ay 

M'(n)M'(v) = Sk'uSu-, (n-a); 

U 

Die Grössen (<J+1), etc. drücken hier dasselbe aus wie oben; zu 
gleicher Zeit sagen siC; über wie viele Werthe g oder u zu sum- 
miren ist; wenn man in der letzten Gleichung; bei der Summation 
nach g, den Werth jjf = ausschliesst; für den Sg = S^ von selbst 
verschwindet. 

Der Zusammenhang der Constanten k und /?; so wie diese 
Grössen selbst; sind im folgenden Kapitel näher bestimmt M« vergl. 
über diese Systeme des Verfassers Arbeiten*). 



*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. LYI: Aasmg eines Schreibens Über 
die L am ^* sehen Functionen, und: Einige Eigenschaften der L am ^* sehen 
Fnnotionen. 
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Mit Hülfe des zweiten Systemes kann man die £ Reibst, im 
Gegensätze zu den Producten E{fi)E{v)y nach den PZ entwickeln; 
hierzu zeigt man zunächst dass 

^ L M N 

weder für fi ^= b noch für fi =s c verschwinden. Um dies zuerst 
fllr die K zu beweisen benutzt man die Gleichung (56^ a)y aus der 
hervorgeht, dass wenn K für diese Werthe verschwindet, auch 

-;— verschwinden muss, indem für u = b und u ^= c 

dfA 7 r r 

gleich wird. Eine Differentiation der Differentialgleichung nach /i«, 
dann eine zweite, u. s. f. bis zur («— !)*•" zeigt dasselbe für den 
zweiten, dritten bis n**" Differentialquotienten von K, der eine Con- 
stante ist also nicht verschwinden kann. Vertauscht man die Glei- 
chung (56, a) für K mit denen für (ju* — 6')~*L = », etc. welche 
im §. 84 und §. 85 vorkommen, so findet man für die anderen drei 
Gattungen von Functionen, nämlich für (/i" — 6*)~*L, etc. dieselbe 
Unmöglichkeit des Verschwindens wenn ^ = 6, c ist, wie für üf. 
Aus vorstehendem System folgt nun mit Hülfe des §. 78 



L'{c)L'{v):^£k'„K(j), 

M'{b)M'(v) = Si-lp' k.P:(L\ 
während für N eine Gleichung 

erhalten wird, wenn A die Constante 



c }/|t« — 6* 
für /t s= fr vorstellt. Da die linken Seiten der vier Gleichungen 
(s. 0.) nicht verschwinden, so hat man hier Ausdrücke von den 
Functionen K(v), L{v) etc. selbst, nicht mehr von den Producten 
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zweier E durch die Eugelfunctionen K^. Hätte man daddelbe System 
mit ir^ multiplicirt; und v ns oo gesetet^ 8o lehrt die angeführte 
Stelle^ wie sich die E in Beihen verwandeln; die nach den Cosinus 
und Sinus eines gewissen Winkels X fortschreiten. 

§.88. Bisher wurden solche E Terglicheti, die sich auf das- 
selbe n bezogen; im §. 86 war gezeigt worden, wie sich eine 
Function einer Veränderlichen in Bezug auf ihre Entwickelung 
nach solchen Grössen verhält. Die weiteren Betrachtungen führen 
auf die Zusammenstellung solcher E, die zu verschiedenen n ge- 
hören nur werden dann nicht <^ie Functionen allein^ sondern wieder 
die Producte E(fi)E{v) auftreten. 

Es bezeichne f{0,\p) einen nach Eugelfunctionen zweier Ver- 
änderlichen entwickelten Ausdruck: z*B. kann ^ eine ganze Function 
von cosd; sin d cos t^^ sind sin t^ sein, deren Entwickelbarkeit im 
§. 72 bewiesen ist. Fasst man alle Glieder der Reihe zusammen, 
welche aus solchen C{d,tp) und S(d,yj) bestehen ^ die von der 
Klasse der P" sind; d. h. die dasselbe n besitzen ; und nennt ihre 
Summe X^*^ oder X", so wird (§. 72, d) 



ASÜ 



und X** genügt der partiellen Differentialgleichung (48). Wie man 
die einzelnen Glieder^ welche X" angehöret; aus gegebenen f(0, tp) 
finden kann, zeigt §. 72 für ganze Functionen von cobO, etc.; sam- 
melt man sie, so hat man ohne Weiteres X**: im ftinften Kapitel 
wird man sehen, wie sich X" aus f durch eine doppelte Integration 
mit einem Schlage finden lässt. 

Man setze jetzt die 6 und t/; in ^ und V um, so wird f{d,tp) 
sich in einen Ausdruck F(fi, v) verwandeln^ der sich durch 



Fifi, V) =» 2 X- 

darstellen lässt, wenn X^ der Differentialgleichung (54) genügt und 
die Form hat 

msin 
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Wer^l«n alk C crad S linear durch die oft erwähnten Prodncte 
aosgedrttekt^ so verwandelt sich X"^ in (die A sind Constante) 

x'' ^ 2KE:(fi)E:{v), 

die Siimmation auf 2ft-f 1 Werthe von s ausgedehnt. Hat man X* 
als Function von und v^ (s. o.) gefunden, so kann man cb in fi 
und V umsetzen ; und um die Constanten h zu bestimmen reicht 
dann der Satz am Schlüsse des §.86 vollkommen aus^ indem man 
JT" wie eine Function von fi allein aüsiehi; und naeh 4Qn dort ge- 
gebenen Kegeln die Coefficienten in der Entwickelung nach £»(fi), 
die hnEn{v) werden bestimmt. Ohne ab«r durch X* hiBdorokzugthea, 
indem man nämlich Operationen unasittelbar mit F(^ p) vornimmt^ 
lassen sich die h bestimmen; bei der folgenden Anseiaandersetziuig 
möge man die ähnlichen Betrachtaagen dea §. 72 in Auge bebalten: 
Für jedes n zerfällt X" in vier Theile^ nämfich m einen sol- 
chen, der nur die K, einen zweiten welchev nur L, etc. enthält. 
Es muss daher die entwickelbare Function F seUbst in vierTheile 
zerfaiUen^ F^y F^y F^, F^ so daes jeder flir «iok d«i»b eine Beihe 
dargestellt werden kann, die nur K, oder nur L, oder ete» enthält 
Beispielshalber wird F^ die Doppelreihe 

wo die Summation sich über eine gewisse endliche oder unend- 
liche Anzahl (7on fi und s erstreckt. Jeder Tbeil F^y F^^ etc. zer- 
fällt nun weiter in zwei Theile; denn sämmtliche K und N die zu 
einem n gehören enthalten nur gleichartige, und zwar mit n gleich- 
artige Potenzen von pL und v^ d. h. solche^ deren Exponenten um 
eine gerade Zahl von n sich unterscheiden ; L und M enthalten mit 
n — 1 gleichartige Potenzen von ft und y. Man wird also sogleich 
F in acht Thdle zerlegen können, von denen jeder für sieh ent- 
wickelbar sein muss; jeder derselben wird nur £ von einer Klasse 
enthalten, und nur solche die sämmtlich ein gerades n, oder die 
sämmtlich ein ungerades n enthalten. Es soll nun gezeigt werden, 
wie man in jedem von diesen Theilen für sich die Coefficieoten k 
bestimmt. 

Es sei G(/i^v) einer dieser Theile, und wir setzen 

(•) . . . C(m, v) » SlCK (^)iSi(i'), 
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wo also auf der rechten Seite, um alle acht Fälle zugleich zu be- 
handeln, alle E entweder ausschliesBlich K, oder ausBchliesslich L 
oder etc. vorstellen, und die Summe sich nur auf gerade n oder 
nur auf ungerade n bezieht, ferner auf die $ resp. von bis a+l, 
von 1 bis n — a, etc. 

Der definitiven Bestimmung der Coef&cienten geht, nach Ana- 
logie ähnlicher Betrachtungen, die Untersuchung des Integrals 

J=rdCf''(i^-v')E:{ii)E!',(v)B^p(l>.)E),{v)iU 
u u 

voraus, wo p dem n gleichartig ist, und £^ zu derselben Elaase wie 
Bf gehört. Um dieses zu finden benutze man die zwei Gleichun- 
gen (56); setzt man in die obere Air E zunächst £», dann £p, 
multiplicirt die erste so entstehende mit £p, die zweite mit £» und 
subtrahirt, so erhält man: 

(6)... ^.^^^-E'.i,)'^ 

= {(b*+e*)(K-e'p)-{n(n+l)-p(p-^l))i^\K{li)K(t^). 
Eine Integration nach e von bis w macht die linke Seite su 0, 
also 
(c) . . . (6*+c')(B: -Bl)f'^rn{i>)E),{ti)dt 



= (»-p)(n+p+iy^V£-(f*)^(»')*- 



(I 



Hätte man auf gleiche Art die zweite Gleichung in (56) behandelt, 
so würde man statt (6) eine ähnliche Beziehung erhalten haben, 
die aus ihr hervorgeht, wenn fi mit v^ € mit £, und das Vorzeichen 
der rechten Seite mit dem umgekehrten vertauscht wird. Das 
Integral der linken Seite nach d^ von bis a bleibt noch immer 
0; es ist nämlich an den Grenzen in 

fbr V zuerst b und dann zu setzen. Es verschwindet der Aus- 
druck für v = ft aus denselben Gründen wie der vorige, für ys=0 
weil Ep und £» zugleich nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von V, abgesehen von den etwaigen Irrationalitäten |^v'— 6', etc. 
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enthalten. Es wird also entsprechend der Gleichung (c), wenn 
man die Seiten umdreht; erhalten 



(d) ... {n-p)iH+p+l)f\*E:{v)E;iv)dC 

(J 



u 
War sowohl n von p als Bl von Bp verschieden; so giebt die Multi- 
plication von (c) und (d) nach Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinsamen Constanten Factors, wenn man endlich die rechte und 
linke Seite auf einer vereinigt; genau Js=0. War aber n=p und 
Ä von Bn verschieden; so giebt (c) und (d) 

u 

löst man / in seine beiden Theile auf; durch deren Differenz es 
gebildet wird; und deren erster 



ist; 80 wird deshalb jeder Theil für sich Null; also sicher Js= 0. 
War endlich n und p verschieden; aber Bl ss Bp, so wird nach (c) 
und (d) 

U 

also wird wieder jeder Theil von /; dessen erster 

fdiKiv) £^ (*)/'V'E:(fi)£p 0»)* 

u u 

ist; für sich Null. 

Berücksichtigt man noch, dass ^*— y' positiv bleibt; dass also 
flir n s= p und e s=: s sich J in das Integral eines Ausdrucks ver- 
wandelt; der sein Zeichen nicht wechselt; so kann J dann nicht 
verschwinden, und man findet: 

Es ist JsO; wenn nicht zugleich f)=^s, p^=n] sind 
aber beide Oleichungen erfüllt; so ist J sicher von 
verschieden. 

Die Functionen £ waren bis auf eine willkürliche Constante g^ ; 
die sie multiplicirte vollständig definirt; es ist besonders bequem 
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(Kdse durch die. Festsetzung zu beBtimmen, was von die- 
ser Stelle an immer geschehen soU^ dass 

(e) ... s/'""*^' V-o(£:(f*)ü;»w)'* = ±1 

u fj 

sei; nfttnlich 1^ wenn £ zu den K oder N gehört^ sonst ~1. 

Geht man nun zu (a) zurück^ so erkennt man sogleich^ dass 
h durch die Gleichung bestimmt ist: 

U 

wenn das obere Zeichen für E = K, N, das untere fUr £ = JL, Jf gilt. 

Um dieses Resultat mit den früheren des §. 72 ^ in Bezug auf 
die Bestimmung Ton gevrissen Coeffieienlen; in Verbindung zu 
setzen; bemerke man^ dass eine einfache Rechnung ergiebt 

(ji' — v*)dCds = middOdip; 
wächst %!) und 6 von bis ^^^ so gelangt i und £ von resp. 
zu 10 und m (§.77). Das Element auf der Unken Seite spielt bei 
den L am ^' sehen Ausdrücken dieselbe Rolle , wi« das auf der 
rechten bei denen von Laplace. 

§. 89. Im Vorstehenden sind die vorzüglichsten Untersuchun- 
gen von Lam^ über die von ihm im 4*^" Bande des Liouville 
sehen Journals "eingeführten Functionen mitgetheilt. Die Resultate^ 
welche andere Autoren später gefunden haben ^ sollen hier noch 
einen Platz finden. 

Liouville hÄweist*), dass die Wurzeln der Gleichung 
E{ji) = 0; oder um alle Klassen der £ einzuschliesseu; von 

74^ = ». 

in sofern sie reell sind, kleiner als c sein nittB«en; er 
entwickelt dazu die Auflösung v der Differentialgleichung 

■W = ^' 

wenn p eine Function von t bezeichnet ^ in eine nach vielfaehan 



*) Liouyille, Journ. de Math. T. XI: Lettre» sur diverses questions 
d^sotralyse et de physique math^matiqae concernant VelHpBoIde, adress^es k M. 
P. H. BUncb«i, Deaxibihe Uttr», p.361. 
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« 

Iiktegralen fortschreitende Reihe. Der genao&te Sati läset loeh 
auch auf folgende Art beweiflen and in Besiehung auf ehiige Ponkte 
TervoUstfindigen : 

Ans §.87 weiss man bereits^ dass 

für fi=ib oder fju^s^c nicht Verschwindet. Femer lässt sich 
auf ähnliche Art; wie der Beweis des obigen Resultats geführt 
wurdo; Eoigen; dass gleiche Wurzeln nicht vorkomtnen 
können. Es ist allerdings nicht noth wendige diesen Satz^ der 
sich von selbst ergiebt; wenn unten die Realität der Wurzeln nach- 
gewiesen wird; gesondert zu behandeln; er wird desshalb abgetrennt; 
weil er nur einen sehr einfachen Beweis erfordert. Der Bequem- 
lichkeit halber sollen nur die K bett*achtet werden ; indem die 
anderen Glassen von £ sich durch Anwendung der Ditferential- 
gleichnngen In §. 84 und 85 behandeln lassen ; wie die K vermit- 
telst (56,a),p.213. 

Hätte K gleiche Wurzeln; und zwar genau p die gleich a sind; 
während a sicher nicht h oder c wird; indem für diese Werthe 
nicht einmal eine einfache Wurzel existirt; so setze man 

und findet dass auch -7— Air /li » « verachwiadet; mm (56; a) folgt 

dann dass -j-t; ^^^ wenn man die Differentialgleichung wieder- 
holt differenlürt; dass jeder Differentialquotient von K nach (a fhr 
fi := a Null sein muss. Der p^^ Differentialquotient muss demnach 
sich gleichfalls in verwandeln; dieser beginnt mit %n{p) und hat 
dann nur noch Glieder, welche Potenzen von (ji — a) als Factoren 
enthalten. Da er fitr /i = a verschwindet^ so muss z gleichfalls 
verschwinden; daher durch fi — a theilbar sein, woraus endlich folgt, 
dass K gegen die Voraussetzung p+l Wurzeln a enthält. 

Alle Wurzeln der Gleichung: , , , sind reell und 
kleiner als c. Der Beweis dieses Satzes wird nach einer Me- 
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thode geftlhrt; die Legendre anwendet^ um zu zeigen, dasg die 
Gleichung P"(a:) = nur reelle Wurzeln besitzt (M. vergl. §.9); 
am Schlüsse des ersten Kapitels im §. 72 wurde bereits auf die zu 
diesem Zwecke erforderliche Verallgemeinerung des Hulfssatzes 
von Legendre hingedeutet. Es stellte sich dort heraus, dasa eine 
ganze Function f{0,\li) von den drei Grössen cosd, sin^cos^^, 
sindsinf^ von geringerem als dem p***" Grade, nach den C und S 
entwickelbar sei, aber nur solche C" und S* enthalte, für welche 
n<Cp. Was dort schliesslich über das Verschwinden der durch 
Coef&cientenbestimmung gewonnenen Integrale gesagt wurde, be- 
nutzen wir hier auf folgende Art: Bedeutet F eine ganze Function 
von cos (9 etc., also wenn wir die neuen Coordinaten einführen von 

lAV, )/^' — 6Y*' — ^% V'c'— ^'j/c" — y' (man achte darauf, dass F 
diese Verbindungen von ii und v enthalten muss) von niedrige- 
rem Grade nach diesen Grössen als dem p**", so wird sich F nach 
den C* und 5" von ia und v entwickeln lassen, aber nur solche 
enthalten in denen n<.p; setzt man diese Grössen in die Producte 
von E wie im §. 88 um, so erhält man nur solche £» deren Index 
n<ZP' Man zerlege nun F in die acht, dort erklärten Theile; 
einer der Theile sei G, der also nur solche E enthält, welche den- 
selben Character wie G selbst besitzen: es wird für einen solchen 
die Gleichung (a) des §. 88 noch gelten , wenn die Summation 
nach n sich nur auf solche n bezieht, die kleiner als p sind. Be- 
dient man sich der Regeln für die Goefiicientenbestimmung, so er- 
hält man sogleich den 

Hülfsatz. Bezeichnet G eine ganze Function von /av, 

/^• — 6*yft'--v*, Yc^ — fi^yc^ — v^ vom p***" Grade nach diesen 
Grössen, die entweder keine Irrationalität enthält, oder durch 

fjüT^ ypTIV getheilt, oder durch Vc* — ft' }^c' — v* getheilt, oder 

durch y'^* — 6' ^6* — v* ^c* — fi* }^c* — v* getheilt rational wird, und 
die durch Vertanschung von (i mit —fi höchstens ihr Zeichen aber 
nicht ihren Werth ändert, so wird 

r^r^^^ -v')G'K ^H) K W * = Ö, 





rr 



§. 89, 57. IL Theil. Drittes Kapitel. 237 

wenn £ je nach dem Eintreten von einem der vier auf die Irra- 
tionalitäten bezüglichen Fälle resp. Ky L, M oder N vorstellt. 

Um den Beweis unseres Satzes über die Wurzeln von £ mög- 
lichst einfach darstellen zu können, betrachten wir einen bestimm- 
ten von den acht Fällen für sich : es sei p gerade, = g und die £ 
mögen zur Klasse der K gehören; man darf den Hülfssatz dann 
natürlich nur auf solche G anwenden, welche ganze rationale und 
gerade Functionen in Bezug auf (i und v vorstellen. Setzt man 
zuerst 6r = 1, so entsteht 

'"(/**-»')«f;(^)jsr;(F)(fodf=o, 

u u 
woraus folgt, dass Kg(fA)K*{v) wenigstens einmal in den Grenzen, 

also zwischen fi = b und fi^ c; i' = und v = b sein Zeichen 
ändert, oder durch geht: dies mag für fi = a geschehen, wo a 
nothwondig eine reelle Grösse bezeichnet. (Würde dies für y = a 
eintreten, so ändert sich nichts Wesentliches.) Es wird dann auch 
^ = — a eine Wurzel also K(fi) durch fi^—a* theilbar sein, woraus 
folgt, dass K{v) durch v* — a' getheilt werden kann, also K{fi)K(v) 
durch (jii' — a*)(v* — «'). Dies Product 

ist wiederum eine Function der drei Grössen fAV, etc. und gleich- 
artig den Kg, denn fi^v^ ist die zweite Potenz von fiv selbst; und 

also ^'4-v' eine Function zweiten Grades von y^f*' — 6*^6* — v* 
und fiv. Man darf daher jetzt 

G = (^«-a«)(v»-a«) 

machen, und findet nach dem Hülfssatze 

GK(ji)K{y) ändert sein Zeichen nicht bei ^ = a, da (jU*— o*)jr(fi) 
es nicht ändert und v nicht a erreicht, indem i^, also auch a, zwi- 
schen b und c liegt, v zwischen und 6. (Hätte man angenom- 
men, dass K{y) für a^ ss a verschwindet, so verhielte es sich um- 
gekehrt.) Es muss also Kg(ji)Kg{v) sein Zeichen bei fi = ß, oder 
vss ß ändern, wenn ß wieder eine reelle Grösse vorstellt, und dies 



/ß 
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Product daher auch noch durch (f**— /J')(^*— /?') theilbar aoin. Setzt 
man dann 

und fahrt so |^ Mal fort; so findet man daas Kg(j4)Kg{v) in ein 
Produot wie das Vorstehende mit g Factoren, zerlegbar ist, also 
das» K{/i) lelbst die Form annimmt 

wenn c eine Constante beaeichi^^t. Es hat demnach Kifi) ^ nur 
reelle Wurzeln +a, +ßy +y, etc., die zwischen und c liegen« 
Wäre p eine ungerade Zahl u gewesen; so i»t Kufj») durch ft 
theilbar; und man hätte im Anfange G nicht a 1 y sondern =: iav 
gesetzt; bei Betrachtung der L hätte maU; je nachdem p = ^ oder 
P ^ u ist; am Anfange r^sp. 

gemacht; und ähnlich verfahrt man in den übrigen Fällen; eine 
weitere Verfolgung derselben wUrde ei^er Wiederholung gleich zu 
»phten sßin. 

Es ist daher bewiesen; dass die Wurzeln der Gleichung 

s^mmtlich verschieden^ reell; kleiner als c und weder c noch b 
selbst sind. 

§. 90. Die Aufgaben der Wärmetheorio; mit denen Lam^ 
sich beschäftigte; gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der Differentialgleichung (56) für die E zu betrachten; während 
man noth wendig auf ein solches geführt wird, wenn man Lam^'s 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung tiberträgt. Liou- 
ville und der Verf. baben gl^ch^eitig *) Arbeiten veröffentlicht; 
in denen diese Lam^'^che Function zweiter Art ,^ingeflLhrt 



*) LiouYille*s Arbeit findet sich in den Comptes rendns T. XX , und ist 
afbgedraekt im LioaTille^scben Journal T. X, p.222 — 228: Sor diyerses qnestions 
d'fwfüype et ^e pliy^i^ue «lath^atique. Si^ w^^da ^ei» 12. }IUi und 2. J«ni 
1845 gelesen. Des Yerf. Arbeit über Aiiziehun^ und Wttrmetheorie ifliiniCrelle*- 
schen Journale Bd. XXIX (Berlin 1845) Teröffentlicht, trägt Übrigens in der Unter- 
atskriü dM Datum April 1844. 
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ut: sie Terhält sich zu dw E wie Q zu den EugelfbDctieoen 
erster Art. 

Die Lam^'schen Functionen der zweiten Art findet man ans 
denen der ersten nach der Methode des §. 91 ; da sie sich im Fol- 
genden auf ein Argument q beziehen, das zwischen c und oo liegt, 
so BoUen sie sogleich in Bezug auf ein solches eingeführt wer- 
dep, und deshalb 

de 



di = 



^==s: 



und 1=0 für p = c gesetzt werden. Dann wird die Differential- 
gleichung ftlr E{q) nach (56) 

so dass jedes zweite Integral F derselben Gleichung mit E durch die 
Formel 

verbunden ist. Wählt man die Constas^e a gleich 1, uad F so, dass 
es für Q = oo verschwindet; so ist die Function zweiter 
Art F durch die Oleichung 

(58) . . . F(q) = E(q) r rM. 

bestimmt. Diese Function verschwindet offenbar für q^oo, 
bleibt aber mit ^"^^ multiplicirt fdr ^ = oc endlich ; in der Tbat^ 
bezeichnet g^ dieselbe Constavite wie p. 214, so fängt die zu in- 
tegrirende Function bei der Entwicklung naofa absteigenden q 

mit f — Vß^**-^ an, also das Integral in seinen Grenzen mit 



, (E(e))'y?^=^y?^=^ 



(L)\£: 



9. 

Dftber wird Dir ^ = 90 



g,/ (2n + i) 

(58, a) . . . ^^^Fi,) = ^^^. 

Verfolgt man das im §. 31 Gesagte weiter^ so findet man dor^ 
dass Q nur eine Transcendente, nur einen Logarithmus enthält^ 
der für alle Q mit derselben Veränderlichen der gleiche ist; dieselbe 
ünterguchung lehrt hier, dase in F nur elliptische Integrale 
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der beiden ersten Gattungen vorkommen. Der Beweis 
soll hier nur ftir die Gattung K der E geflihrt werden, da er sich 
sogleich auf die anderen übertragen lässt. 

Da die Grenze cx> des Integrals hierbei einige Unbequemlich- 
keit bereitet; so ersetze man sie vorläufig durch u, und zerlege das 
Integral in die Differenz zweier gleichgebildeten y^(u) und ^(ff)} 
wo zur Abkürzung 

gemacht ist. Heissen die sämmtlich verschiedenen Wurzeln von 
K(x) der Reihe nach a, ß, etc., so giebt die Zerlegung in Partial- 
brüche 

wo sich das Summenzeichen auf alle Wurzeln a, ßy etc. bezieht. 
Hieraus folgt; wenn man nur die der bestimmten Wurzel a an- 
gehörigen A und B betrachtet; 

WO sich der obere Index ' welcher dem K angehängt ist nach üb- 
licher Art auf eine Differentiation bezieht Macht man 

80 stimmt B mit (ff(a) überein, und es folgt nach logarithmischer 

Differentiation 

£^ ^ _J £^ _ K—(x-a)K\ 

2ip x—a K {x—a)K ' 

auf bekannte Art ermittelt man für den Fall s = a den Werth 

von %, und findet 

y'(«) _ {x-a)K« _ K"(a) 

2ip(a) {x-a)K»{x)+K{x) ~ 2K'{a) ' 

Nun benutze man die Differentialgleichung (56, a) für K{g), nach 

der für Q = a 

«"(a) _ tt(2a'-6*— c*) 
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wird, und findet für (a) die folgende Formel, in der die Summe 
sich wieder auf alle Wurzeln a, ß, etc. bezieht: 

( 1 V _ Q ( 1 V ( 1 . a(2a--6--c') \ 

\K{xy "■ \J\K\a)y Hx-«) (x-a)(a'-6')(a'-r')/* 

Es zerfallt demnach V^(x) in eine Summe von Integralen, deren 

jedes noch mit f J zu multipHciren ist; dasjenige welches sich 

auf a bezieht^ wird 

Bekannte Keductionsformeln *)y die man sofort dun*.h Differentiation 
veriiiciren kann, zeigen das» der vorstellende Ausdruck sich in 

(K\ |/^^irp|/^rzp g' f ^ dx 

1 /*^ x'd x 



«.5 y»» 



verwandelt^ also nur, wie behauptet wurde, elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Somit ist \I){q) gefunden; da aber 
i/;(u) für ti sc oo nicht in übersichtlicher Form etrscheint, indem 
zwar der zweite Tbeil des obigen Ausdrucks endlich bleibt, aber der 
erste und dritte unendlich wird und erst eine endliche Summe 
giebt, so verwandele man den auf elliptische Integrale zweiter Art 
lehrenden dritten Theil fi\r diesen Zweck durch die Substitution 

a? = — , indem man a? = ti , u = — macht, in 

1 

dz 



j 



welclieB bekanntlich, oder mit littlfe der eben gebrauchten Re- 
ductionsformel 



yi — AVyi— c'e' 






c »' 



Hefert. Dieser Ausdruck kann mit dem ersten Theile von (6) für 
X ^=^u zusammengesetzt werden, und giebt dann, indem 

*) Z. B. Aböl, Oeuvres complites T. II, Chap. I, p. 104, no. 15. 
Heise, Handbuch d. KugeKtinctiooen. lg 
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t\lr uss oo sich in — a verwandelt; als Beitrag zu V^(oo) 

1 
—1 r /** dx /*c" x^dx 1 

Multipliciii; man (c) mit ( t?77~t ) ; ^^d sunimirt über alle Wurzeln 
a, ß, y etc., so entstellt V("^) selbst. 



i> Viertes Kapitel. 

Entwickelung der Kugelfunctionen nach L am ^ 'sehen 

Functionen. 

§•91. Im vorigen Kapitel wurden die Functionen £ vollstän- 
dig definirt; es zeigte sich; dass jedes einem bestimmten n ange- 
hörige Product £(f()£(t/) nach C oder S^ welche sich auf das 
gleiche n beziehen , entwickelt werden kann. Man erinnere sich^ 
dass in Bezug auf die Constante g^ eine wenn auch willkürliche 
Festsetzung durch p. 234^ e existirt. 

Es sei nun die Aufgabe gestellt P*(2) nach den Lam^'- 
sehen Functionen zu entwickeln, wenn is wie früher von den 
Orössen x^ x^ > ^r V^i} nämlich durch (47, a) 

» =s a?a?, — ya;*— 1 ya?J— Icosqp; (ip ä ^ — ^^J 
abhängt. Setzt man x = conO, etc., so verwandelt sich z in die 
Grösse cosy der Gleichung (47). Es werden für 0, ö, , etc. oder 
X, x^j etc. die elliptischen Coordinaten y., v, ju^, v^ durch die Glei- 
chungen (53, a) 

X a= -^ yx^—l cos ^ = -!-^- — , / , etc. 

x^ = ^^-^7 \x\—l COS ^f^ = etc. etc. 
eingeführt; wodurch (49, a) auf p. 175 sich in 

verwandelt; nach den Gleichungen des §. 87 kann man jedes C 
oder S durch Lam^'tfche Producte ausdrücken, die sämmtlich zu 
demselben n gehören. Lässt man diesen Index als selbstverst&nd- 
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lieh fort, so wird also P(s) als Function von fi und V die Form 

annehmen; wenn h von fi und v unabhängig ist, und nur /m^ und v, 
enthält. Wegen der Symmetrie des Ausdrucks P(*) nach fi und fA^ 
resp. nach v und v^ muss aber dieselbe Grösse gleich 

werden, wenn k resp. c nur fi und y, oder fl^ und y enthalten. 
Die beiden ersten nach E(v) geordneten Ausdrücke, so wie der 
erste und dritte, welche gemeinsam nach E{fi) geordnet sind müs- 
sen, weil gleich, auch in Folge des erweiterten Satzes im §. 86 
identisch sein, also 

h'E' (/*) = k' E' (ii, ) ; r r {v) = c'E' (v, ). 
Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 

A=aJB{^J k=^aE{fi) 

wenn a weder fi noch v noch fi^ also nur y^ enthält. Daher ist 

folglich a = bE{v^) wenn b eine numerische Constante vorstellt. 
Die Form der Entwickelung von P(a) ist daher 

und es bleibt nur der Werth von b zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke zerfalle man beide Seiten in die früher oft erwähnten vier 
Theile, und betrachte beliebig einen, z. B. den die L enthalten- 
den, der mit Berücksichtigung der Feststellung über das Zeichen 
C z=z C[jfl^ , v^] in §. 77, c, die Relation verschaflft 

(a) ... 2:(-ira„a.c:=TVr(it.)r(^jr(y)L>,), 

die Summe links über alle ungeraden u von 1 bis n genommen. 
Man wendet nun ein Verfahren an, welches man noch an ver- 
schiedenen Stellen finden wird; man füge nämlich noch eine Glei- 
chung (6) zu (a), die aus (a) entsteht, wenn fi^ und v^ mit fi^ und v, 
vertauscht werden. Das Froduct (a) (fr) multiplicire man dann recht» 
mit (f^^ — y^dfjd^, links mit dem gleichen Ausdrucke aindddd^ 

und integrire rechts von bis o» resp. w, links von bis —. Be- 
rücksichtigt man den Satz p. 233: Es ist J = etc., so wird 

16* 
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rechts erhalten 

(c) . . . --r£\b')'L'(fi,)LUf^,)L'{v,)L'{v,), 

und links 



n n 



I) 

oder nach p. 184, wenn für das Tntegral sein Werth gesetzt wird 

Die Gleichung (c) = ((i), wenn man jii, und v^ wieder iu ^ nnd v 
verwandelt , d. h. 

mit (a) verglichen; zeigt dass 

oder dass 6* von % unabhängig und = — ^ ist. 

Hätte man statt der L eine andere Klasse der E betrachtet, 
so würde sich ein ähnliches Resultat für 6 gefunden haben, so dass 
sich endlich ergiebt 

(59) ... r(«) = ^^^^1±Kki/^)K{v)K^^^^ 

die Summe rechts auf alle 2n+l Functionen £ bezogen, die zu ^ 
gehören; das obere oder untere Zeichen ist zu nehmen, je nach- 
dem das betreffende £ zur ersten und vierten, oder zur zweiten 
und dritten Klasse gehört. 

§. 92. Es sollen jetzt die C und Sy also die Functionen selbst 
aus denen P(s) besteht, durch die L am ^ 'sehen Producte dargestellt 
werden, und umgekehrt diese Producte durch die C oder S; die 
allgemeine Form der Kesultate ist bereits im §. 87 enthalten, und 
es bleiben nur die Grössen ß und k daselbst näher zu bestimmen. 

Bezeichnet f irgend eine Function von v, so soll, in diesem 
Kapitel allein, ^f die Grösse, welche durch 
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definirt ist voretellen, so dass also JE(v) nach p. 212 gleich — •B£(v) 
wird. Sind f^ , /", mehrere Functionen von v so besteht offenbar 
die Gleichung 

^(f+fi +rt + etc.) = Jf+^f, + Jh + etc., 
und da (§. 87) 

Cg^*2ßtfK'(l^)K\v) 

so wird 

JCy^-Sß'grK'(,i)K'{y)', 

ähnliche Ausdrücke für JCu, ^Su, ^Sy kann man leicht hinzu- 
fügen. Die Producte der rechten Seite Ä'*(^)Jif*(v) lassen sich, 
wie man aus dem schon mehrfach erwähnten §.87 weiss, wie- 
der in lineare Verbindungen von Functionen Cm mit geradem 
Index m verwandeln^ so dass /iCy eine lineare Verbindung von 
C^, C,, C^ etc. sein muss. Die Betrachtung von JCu lehrt Ent- 
sprechendes über das Verhalten dieser Grösse zu C^y C^, etc., 
so dass sich sowohl für einen geraden als für einen ungeraden Index 
m das Resultat ergiebt: Es hat JC die Form 

(a)... -^CL = AoC«+*,C;,+2 + Ä'G«-2 + Ä,C«+4+etc. 
wenn die h constante, d. h. von fi und v unabhängige Grössen be- 
zeichnen. Die Aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die h 
in obiger Formel, welche das Fundament fUr das folgende bildet, 
wirklich zu bestimmen, und einen entsprechenden Ausdruck fUr JS 
aufzustellen. 

Die h kann man unter Voraussetzung eines speciellen Werthes 
von fi, nämlich füLr ia = c bestimmen; nach §. 78 geht nämlich für 

diesen Fall C^ in ^mf-r-J über, und schreibt man x zur Abkür- 

V 

zung für -r-, so muss daher die Gleichung 

-JPm(x) = h,Pm{x)+h^Pm^2+VPm^2+eic. 
bestehen, wenn die h dieselben Constanteu sind wie oben. Es ist 
also die linke Seite ein Ausdruck der sich nach P» mit demselben 
oberen Index n entwickeln lässt; eine solche Entwickelung kann 
aber (§. Ö2) nur auf eine Art geschehen, und daher sind die h 
die Coefficienten bei der Entwickelung von — JPm nach 
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den Pm* Um die Grösse A¥ zu bilden; setzt man nach der Erklä- 
rung; (wenn P ohne Index immer T^{x) ist) 

Jtp AU 

und verwandelt die Glieder der rechten Seite ; indem man hx für 
V substituirt und dieselben zertheilt resp. in 

26'«(x'-l)^+(6«-c')x^ 

— n(n + l)6«a?'P. 
Die Summe der untereinanderstehenden mit 6' multiplicirten Glie- 
der vereinfacht sich durch die Differentialgleichung (39) der P in 

(/J) ... 6'(m«-n(n+l))P, 
während der, 6'— c* enthaltende Theil durch die Anwendung der- 
selben Gleichung den Wertli 

(y) ... -(6«_c')[a;g-«»'^P-(«(«+l)-«»)''] 
annimmt. Es ist also 

-(6*+c')JP = (/j)+(y), 

rfP 

bat daher noch nicht die verlangte FormJ weil x-^ und ausser- 
dem ein X im Coefficienten enthaltendes Glied in (y) erscheint. 

Zur weiteren Reduction bedieut man sich zweier Formeln, von 
denen die erste durch directe Differentiation von 



+ ^ 



P^ = (a?'-ir^^+« 
erhalten wird; dadurch entsteht 

dPm. , . x x^ 

dx ya?*— 1 X —1 

und durch Addition die erste Formel 



Die zweite Formel ist (42); nach welcher 
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2(l»+l)-=^=-P«+l = (» + w+l)P«-(«-w-l)P«+2 

ya?'— 1 

wird; und mit Anwendusg dieser gelingt die Reduction. E« ist 

nämlich 

dP 2n(>t+l) p (w-m)(n^m-l) p 

. (w+m)(i>+ffl— 1) d . 

+ (;^3ij ^-^' 

. , a?' - 2w'(m'— 1 — «' — ») , (n~ffl)(n — m— l)i» p 
iT — 1 tn — 1 (m-f-1) 

"i 7 TT ■« «— 2 ) 

(m— 1) ' 

hierdurch geht (y) in folgende Form über: 

+ («— m)(«-w-l)P«+2+(n+»»)(n-iii+l)P«^2]. 
Dies ist noch um (ß) zu vermehren und dnrch b^+c* zu dividiren, 
wenn —JP entstehen soll; setzt man zur Abkürzung 

c« + 6« - A — yx, 

indem zwar vorläufig A in den Formeln erscheint; später aber nur 
X*, also X, so entsteht 

(8) ... -JPn.{x) = i(n(n+l)-w')P»(a:) 

, (w — m)(n — w— l) 3p , (n+m)(it +m--l),p 

und hieraus schliesslich 
(60) . . . -^G. = i(n(ii+l)-m')C« 

, (n — ffl)(n — m— 1) ,^ (n+m)(n+jn--l).^ 

T 7 AU»4.2i j ACm— 2| 

SO dass die Operation J an den C angebracht nur eine lineare 
Verbindung von drei verschiedenen C erzeugt: nur A^,, A, und A' 
besitzen einen einfachen, von Null verschiedenen Werth. 

Die Gleichung (60) besteht noch; wenn man alle C mit S ver- 
tauscht; während die Ableitung des auf diese Art entstehenden 
Attsdrackes eine Modification erfordert. Man findet durch dieselben 
Mittel wie obeU; (a) entsprechend 

(*).,, --JSn, « A,S«.+A, Sm+2+Ä'S^-a+etc.5 
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die Bestimmung der h erfolgt wieder, indem man für fi einen be- 
sonderen Wertli setzt, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. Ist 
zuerst m itngerade = u, so wird für fi = 6 nach §. 78 

also 

Durch Vertauschung von b und c in der vorigen Rechnung ent- 
steht offenbar die Formel (d), wenn x in derselben — bedeutet 

c 

und c' — ft* mit 6'— c* d. h. l mit — A vertauscht wird; es folgen 
also dieselben Werthe für h^ und Ä' wie in (CO). 

War aber zweitens m gerade, = ^, so verschwindet Sg für 
fi^b, und man findet erst wenn man nach Division durch Yfi^—b* 
den besonderen Werth |tt == ft setzt flir Ä^fj»' — fe'j~* einen Werth 
welcher nach Fortlassung von Constanten die kein g enthalten 

wird. Man wird daher («) durch >>' — 6* dividiren, und da J nur 
eine Differentiation nach v involvirt, also die Gleichung besteht 



so muss man die h so bestimmen, dass 

wird. Macht man — = 5, |/ y,~^, = t?, so giebt die Festsetzung 
für das Zeichen // 

der erste Theil der rechten Seite ist schon durch (60) bekannt nnd 
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gleich 

so clasB nnr noch der zweite zu untersuchen bleibt, welcher b^-i-c* 
im Nenner enthält. Dieser verwandelt sich in 

dP. 



"nfe^«'-» *r]' 



zu seiner weiteren Transformation sind die Formeln schon fertig 
entwickelt: durch dieselben wird der Ausdruck in der eckigen 
Parenthese der Reihe nach die Formen annehmen: 



s 



— 1» rf» ' 



(n — g)(n — J — 1 ) „ {« + j) (« + g—1) _ 
^ ^9+2 2^ 'V-^ • 

Vereinigt man die gefundenen Werthe, so wird die linke Seite 
von (^) getheilt durch v einerseits 

andrerseits aber 

-.lg(^(n+l)-g')P^+^^^{n-gnn-9-l)XPg^^ 

+^^{n+9){H+g-l)XP^_,^ 

so dass die Vergleichung beider Formeln dieselben Werthe der 
h verschafft; die sie in (60) hatten, und dadurch bewiesen ist, dass 
in der Formel (60), es mag m gerade oder ungerade sein, 
alle C zugleich durch S ersetzt werden können. 

Die hier mitgetheilte Ableitung der Formel macht zwar noch 
immer einige Rechnungen nöthig, ist aber weit einfacher als die 
ursprüngliche im 56^*^" Bande dos math. Journ. welche auf Ent- 
Wickelungen beruht, die unser Werk beschliessen werden. 

§. 93. Um nun zu dem zurückzukehren, was am Anfange 
des §• 92 als der Zweck der vorhergehenden Rechnungen angege- 
ben war, betrachten wir jede Klasse der E gesondert, und behan- 
deln eine willkürlich ausgewählte, die der K, ausführlich. Aus 
dem §.87 wird die Gleichung 
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(a) ... Cg = Fß'K'(fi)K'{v) 

zu Hülfe genommen^ welche a+1, den verschiedenen ^ = 0, 2, 4, etc, 
angehörende repräsentirt. Nimmt man eine zw^te, welche sich auf 
den Werth g = p bezieht, der also gleichfalls gerade ist, n&mlicb 

hinzu, und bildet 



/*'/' CpCy&inedOdxp, 



u 

welches Null ist, so lange p und g verschieden sind, dagegen . 

für p = g, berücksichtigt auch den Werth von J im §.88, so wie 
die Festsetzung (e) ebendaselbst, so folgt dass 

verschwindet, so oft p von g verschieden ist, aber gleich wird 

4» 
(2n+l)a^ 

sobald p=^g> lu der Folge ist es bequemer, statt der Buchstaben 
ß andere, einfach mit ihnen zusammenhängendem einzuführen: es 
wird definitiv gesetzt 

(61)... cj— l^=£a;ifV)rw, 

wenn a« wie bisher die numerische Constante (49) vorstellt. Das 
so eben von den ß gefundene Besultat auf die a übertragen lautet 
dann: Es ist 

(61, a) . . . 'Sa'g «; = ; 'J'(ap* = 1. 

Grössen a welche (Cl, a) erfüllen heissen Coefficienten 
einer orthogonalen Substitution: hängen willkürliche Ver- 
änderliche a?o, x^, ... Xa mit ebenso vielen Grössen y°, y', • . . y^ 
durch lineare Gleichungen an der Zahl a+1 zusammen, die aus 

entstehen, wenn man s alle Werthe 0, 1, 2, ... a der Reih« nack er- 
theilt, so drückt (61, a) die nothwendige und hinreichende Bedlngug 
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ans, damit 

sei. Da die Gleichungen zwischen den x und y nach x aufgelöst 
geben 

80 werden ausser (61, a) noch von selbst die beiden Systeme 

S a'^a* =0, 2 (oj)' = 1 

bestehen, wenn t eine von s verschiedene Grösse bezeichnet. Dies 
iehrt, dass jedes Froduct K(fi)K{v) sich durch die Summe, 
welche über die geraden Zahlen g ausgedehnt wird 

(61,6)... r(M)ir'{v) = |^^|V,y^C, 

darstellen lässt, wenn die a dieselben Grössen sind wie 
in (61). 

Dadurch dass man weiss, die a seien Coefficienten einer or- 
thogonalen Substitution sind sie noch nicht bestimmt, und erst im 
nächsten Paragraphen sollen die schliesslich bestimmenden Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden : vorläufig kann, als Ergänzung 
des §.87, erwähnt werden, dass für g^^=c folgende Entwicke- 
lung von einem E nach den P« erhalten wird: 

Der Formel (61, b) sind noch drei andere hinzuzufügen, welche 
wohl, ohne Wiederholung der vorstehenden Betrachtungen, einfach 
mitgetheilt werden können. Der Buchstabe ß ist nicht mit dem 
am Anfange dieses Paragraphen benutzten, der nicht weiter er- 
wähnt wird zu verwechseln, sondern wird, so wie y und 8 ent- 
sprechend dem a gebraucht. Bedeuten auch /?, y, 8 Coeffi- 
cienten gewisser orthogonaler Substitutionen, die so 
beschaffen sind, dass man hat: 

Ä=l «=1 «=1 

£ (ßiy^ £ ir'uy = 2(rgy = i, 

«=>4 «=1 *=l 
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wo u und fo verschiedene ungerade ; g und p verschiedene gerade 
Zahlen von 1 bis n bezeichnen, so wird 

S,]/^^ = T aj ^ V) JV(»); (g > 0). 

Dass die Producte zweier La mischen Functionen sich durch Um- 
kehrung dieser Gleichung nach Art von (61, b) darstellen lassen, 
folgt von selbst. 

§. 94. Mit beiden Seiten von (61) nehme man nun die Ope- 
ration — J vor, und berücksichtige (p. 245), dass 

^JK'{v) = rK\v) 

ist, dass andrerseits —dCm durch (60) gegeben wird. Dann ent- 
steht für ein gerades p 

2 XX 

(«)... ~(»(ii+l)-^')Cp+{n--p)(fi-^)~l)jCp+2+(«+p)(«+p-l)jCp^ 



-i, 



^"^ '£a;rKUfi)K\v). 



{2n + l)ap s-^o 

Man findet nun die noch fehlenden Beziehungen zwischen den a, 
wenn man diese Gleichung mit (61) des vorigen Paragraphen 

und auch noch mit srnddOd^fj multiplicirt und zwischen und — in- 

tegrirt, also durch eine Behandelung der beiden jetzt vorliegenden 
Gleichungen, welche der Methode des vorigen Paragraphen ganz 
entspricht. Nach der Integration wird die linke Seite im allge- 
meinen Null sein; sie verschwindet nicht, wenn g mit p oder p+2 
übereinstimmt, d. h. wenn die Grösse p entweder = g, oder g+2, 
oder g — 2 gesetzt war, so dass man erhält, erstens fiir p ^=s g 

zweitens für p = g+2, für welchen Fall Cp-t in (a) gleich Cg wird 
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und wenn man fbr die a ihre Werthe benutzt 

= jy{n-g){n+g+l)(n'-g-l){n+g+2). 

Würde man drittens p^g — 2 setzen; so entsteht nichts Neues, 
Ist viertens p weder g noch ^+2; so erhält man 

Im zweiten oder dritten Falle muss auf eine Ausnahme aufmerksam 
gemacht werden, die sich im zweiten Falle fUr ^ = ergiebt, in 
welchem a^ nur die Hälfte des Werthes hat, den wir dafür setzten; 
im dritten Falle würde dieselbe bei jf = 2 und p = stattfinden. 
Dann reducirt sich die linke Seite von (a), indem C^ = C^2, auf 

zwei Glieder, und mit C, ist X — r — - multiplicirt, also 



2 ' a^ 

«iV2n(n+l)(n-l)(n+2). 



Um diese Resultate möglichst einfach auszudrücken, führe man für 
gewisse numerische Coefficienten eigene Buchstaben c«, ein, deren 
Quadrate, die in späteren Formeln auftreten, der Kaumerspamiss 
halber, gleichfalls eigene Zeichen « bekommen. Damit man alle 
Festsetzungen, die hier von Interesse sind beisammen 
habe, so wird folgendes Schema gegeben, in dem man die Eccentrici- 
tat c, die also b entspricht, nicht mit dem neuen Buchstaben c«, 
verwechseln mag. Die obigen Resultate sind zugleich in den neuen 
Buchstaben ausgedrückt: 

4ci = 4f^ = (n—m)in+m+l)\ (m > 0); 
4cJ = 4i, = 2n(ii+l); 
«m+*«-i = ci+ci., = |(n(n+l)-m»); (m > 0); 
«0 = cj = \n{n+l). 

2 a^a* S"* ^ (iiD AllgemeiueD ; 8ii8§eB0iiiB«B:) 

= «.; {9 = 0). 
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Dies Schema; wekhes nur die bereits abgeleitelen also ddi 
auf die K beziehenden Formeln enthält^ kann man hoch fortsetzen, 
indem man für die L, M, N die ähnlichen, durch gleiche Mittel 
aufzufindenden Besultate hinzufügt Bedeuten wieder u und f> un- 
gerade Zahlen ; so findet man die Werthe der Summen, welche 
sich auf jene Klassen beziehen, durch Buchstaben-Vertauschung 
nach dem folgenden Schema, zu dem nur noch die zwei Ausnahme- 
fUlle hinzuzufügen sind, welche sich ebenso auf ti = 1 beziehen, 
wie oben ein besonderes Resultat für ^ = vorkam. Man hat 

und das Schema zur Vertauschung der Buchstaben: 

K L m ü 

a ß Y ^ 

g,p u,v u,v g,p 

gz=Oj,..o s = l, ... n—a *=1, ...«— (7 s = l, ...a 

jf,p = 0,...w UyOs=l,...n UyV^ly ... n g,p^2, ,,, n. 

Durch unser System von Gleichungen werden die a vollständig 

bestimmt; würde man nämlich die orthogonale Substitution des §.93 

machen, so würde durch dieselbe ÜR'^y'y^ in folgenden Ausdruck 

übergeben müssen: ^^^ 

(62) ...2 R'y^f 

+ «-l + ^2a)4, 

wo fiir ein gerades n offenbar C2a verschwindet. (In obiger Glei- 
chung tritt ein und derselbe Buchstabe Xm wie man sieht nur in 
drei Gliedern auf.) Es bleibt also die Aufgabe zu lösen: Wie ist 
die orthogonale Substitution beschaffen, durch welche 
die rechte Seite von (62) die Form der linken annimmt? 
Für uns ist es überflüssig, die St selbst zu kennen, indem wir nur 
die Coefficienten a gebrauchen ; doch findet man die ft bei Lösung 
der Aufgabe gelegentlich. 
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Die hier vorkammende Aufgabe ist ein specieUer Fall der all- 
gemeineren; vielfach behandelten, eine homogene Function zweiten 
Gradea von x^, x^y . .. Xa durch eine orthogonale Substitution in 
die Form der linken Seite von (62) zu transformiren. Es wird die 
Theorie der Transformation als bekannt vorausgesetzt; man tiu'^ 
det sie mit Angabe der Quellen in dem verbreiteten Werke von 
Baltzer*) und neuere Untersuchungen von Weierstrass **) in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie. 

Wendet man die allgemeine Theorie auf den hier vorliegen- 
den speciellen Fall an, so ergiebt sich dass man folgende Deter- 
minante, die f{%) heissen mag zu bilden bat: 
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ö ö ... ^^.,C2<r.l ^Ja.l+«2a-» 

Die Grössen; aus welchen die Determinante gebildet werden soll, 
sind also so beschaffen ; dass jede Verticalreihe nur drei Glieder 
hat die nicht verschwinden ; nämlich ausser dem in der Diagonale 
befindlichen Gliede ein darüber- und ein darunterstehendes. So 
wird z. B. die {m+iy* Verticalreihe ausser dem Gliede in der 
Diagonale 

«2«-l + «2m — « 

noch als unmittelbar darüber und darunterstehende; resp. 

^2«i-l *2iii-2 » ^*2m *2m+l , 

enthalten; im übrigen nur Glieder 0; dieselben zwei Grössen um- 
geben das erwähnte Glied der Diagonale in der (m+1)'*" Horizontal- 
reihe; die gleichfalls im übrigen nur Glieder enthält. Die erste 
und letzte Horizontalreihe und Verticalreihe sind von diesem Ge- 
setze ausgenommen; indem sie wie man oben sieht nur' zwei von 
verschiedene Glieder enthalten. 



*) Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857, $• I^- 
«•) 4. M9rz 1863. Berlin 1659, B. 207. 
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Die Wurzeln der Gleichung f(«)sO sind dann gerade 
die St. 

§. 95. Ehe wir mittheilen, was ans der allgemeinen Theorie 
für die Coefficienten a der Substitution folgt; deren Ermitte- 
lung Endzweck unserer Untersuchungen seit dem Anfange des §. 92 
war, wollen wir die Gleichung f{z) = näher betrachten, und 
zwar um zu zeigen dass sie ungleiche reelle Wurzeln hat, und fer- 
ner; um die Herstellung von /*(s) zu erleichtern. 

Nennt man die Determinante f{i) hier Da+i und bezeichnet 
mit Da die nächst niedrigere von der Ordnung er, in der die letz- 
ten Glieder fehlen, ebenso mit /)<,_! die von der Ordnung c — 1, etc. 
so hat man folgendes System von Gleichungen 

Dtf+l = ($20 +«2a-l ~ ») Da - X€2a^i «2^-2 l>a-l 
Da = («2<j-2 + *2 j-3 — ») Da- 1 — X i2a- 3 «2a-4 Dg-i 



D, =1. 

Man setze x fUr — z, und denke sich die Zeichenreihen der 
Functionen von or^ D^, D^, />,, ... Da^i gebildet, wie solches bei 
Sturm zu geschehen pflegt. D^ ist immer positiv; alle D enthal- 
ten als Factor der höchsten Potenz von x genau 1, so dass sie 
für 0? = oo das positive Zeichen besitzen^ dagegen abwechselnde 
Zeichen, also c+l Zeichenwechsel, für x = — oo. Während x von 
— oo bis oo wächst, gehen daher <;-fl Zeichenwechsel verloren. 

Da X positiv ist, so wird eine mittlere Function Dm nur ver- 
schwinden, wenn ihre Nachbaren Dm^i und Dm+i entgegengesetzte 
Zeichen haben; zwei benachbarte Functionen können nicht ver- 
schwinden, weil sonst alle D verschwinden würden^ was offenbar 
unmöglich ist. Man sieht ein, dass wenn die mittlere Function Dm 
durch geht, kein Zeichen Wechsel verloren oder gewonnen wer- 
den kann, indem, welches Zeichen auch zwischen die beiden, l>«~i 
und />M+i beim Verschwinden von Dm, angehörenden, die resp. + 
und 4^ sind, gesetzt wird, immer von 2>«+i bis Dm--\ ein Zeichen- 
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Wechsel Btattfindet Es können also nur Zeichenwechsel verschwin- 
den oder gewonnen werden wenn Da^i selbst durch Null geht; da 
6+1 Wechsel verschwinden^ so geht Dg^i wenigstens a+l mal durch 0; 
kann aber nicht öfter verschwinden, da sein Grad a+1 beträgt; 
verschwindet daher genau für a-f-l verschiedene reelle Werthe. 

Hierdurch ist der Beweis des Satzes gefulirt; von dem schon 
§. 83 gehandelt wurde. Es war klar, dass im Allgemeinen die 
Wurzeln der dort behandelten Gleichung verschieden sind; wenn 
sie verschieden sind gelten alle Betrachtungen bis zu diesem Para- 
graphen: die Gleichung Dg+i = hat dann^ also in unendlich vielen 
Fällen von x dieselben Wurzeln wie die frühere^ stimmt folglich 
mit ihr überein, da die linken Seiten beider Gleichungen rationale 
Functionen von h und c sind. Da ferner Da+\ nur verschiedene 
reelle Wurzeln besitzt so lange x positiv, z. IS, wenn 6 und c reell 
ist, so hat auch die ursprüngliche Gleichung reelle und verschiedene 
Wurzeln, und kann nur gleiche bekommen, bekommt auch wirklich 
solche wi^ man sah, wenn b und c gewisse imaginäre Werthe er- 
halten, ein Fall, welcher bei uns nicht eintritt. 

Dass die Wurzeln unserer Gleichung reell sind, hätte man 
schon als Folgerung den allgemeinen Sätzen über solche orthogo- 
nale Substitutionen entnehmen können. Auch über die Grösse der 
Wurzeln kann man einige Schlüsse ziehen, z. B. dass von allen D 
gerade D^^i die grösste Wurzel x enthält, und dann zunächst Da etc. 

Nach den obigen Andeutungen wird man sehen, dass F{z), die 
Function weiche, gleich Null gesetzt, die 92 zu Wurzeln hat, als eine 
Determinante wie die frühere f{x) aber vom a**"" Grade auftritt, und 
zwar entsteht sie aus der vorigen, wenn man im Schema p. 255 die 
erste Horizontal- uud die erste Vertikal -Reihe fortlässt. Es wird 
also F{z) = Ja^i sein, wenn man Grössen J successive durch die 
Gleichungen bildet: 

4 = 1; 

4 = (^+*4 — »)4 -*'f ^,Aj 
4 = (*5+*, -»)4 -xi^i^J^, 
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SO dass Ja-\-i'Da^i den folgenden Kettenbrucli giebt, welclier von 

selbst nn der gehörigen Stelle abbricht: 

F(z) 1 



(63) ... 






*! + ** — * 



»«t'i 



'3+'4 —» — etc. 

Hierdurch ist die Hei*stellung der Gleichungen F(2) = und f{z) = 0, 
welche die S und 9! zu Wurzeln haben, etwaa leichter praktisch 
auszuführen als im §. 83 — 85; sie nehmen an der gegenwärtigen 
Stelle; an welcher 6 imd c nur in der einen Verbindung x vor- 
kommen, eine andere Form an als in den früheren Paragraphen, 
wo 6 und c in p und q auftreten. Dass auch F{z) = verschiedene 
und reelle Wurzeln bat zu beweisen, wird überflüssig sein, da 
die für f(i) angewandte Methode sich fast wörtlich auf F über- 
ti*agen lässt. 

Die Determinanten, welche die 2 und 3)} als Wurzeln besitzen, 
mögen resp. ipiz) und 0(j&) sein, zu denen resp. C und F dieselbe 
Beziehung haben sollen wie D und J zn f und F. Es sind dann 
tp und 4^ die Determinanten, deren Anfang hier folgt; das obere 
Vorzeichen bezieht sich auf ip, das untere auf 0: 

Xc.c, *.+*. — « . . . 

J 4 4 ' •• 
• 9 

und zwar wenn man setzt 

so ist (p = Cn^a, = Fn-o- Daher ergiebt sich folgender Ketten* 
bruch, der gleichfalls an der gehörigen Stelle von selbst abbricht: 



1 — 



*i + i^+^'o-»-^^^ 



*'a*4 

'^ ' £^+«,-»-etc. 
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Wendet man (63) und (63; a) auf den besonderen Fall 6 = 
an 9 fär den x sich in 1 verwandelt; so kennt man bereits die ft; 
ä; etc. kann also f^ tp, etc. von vorn herein bilden und hat auf 
diese Ali; die beiden Kettenbrüche (63) für A = x = 1 summirt. 
So findet man als Summe von (63) nach §. 82 für ein gerades n 
den ersten, für ein ungerades n den zweiten der beiden Ausdrücke 

»(» — 2*)(» — 4')...(»— n') ' 

(»— 1')(» — 3')...(ä — fi') ' 

für (63; a) ergiebt sich bei geradem resp. ungeradem n 

(g — 2')(g — 4*)...(g — n*) 
(»-l*)(»-3*)..,(»~(ii~in ' 

(g— l')(g— 3').,.(g-~n') ' 
»(»~2')(»-4*)...(«-(n-lO' 

§. 96. Es bleibt noch übrig die Werthe der a, ß, etc. auf- 
zustellen; die vollständige Angabe der sich auf die IC beziehenden 
Grössen, also der o allein; genügt; da die Uebertragung auf die 
übrigen Klassen der E einer Wiederholung dessen gleich kommt; 
was über die A" bemerkt werden wird. Um das Resultat; wie es 
aus der mehrfach benutzten allgemeinen Theorie folgt; hier anzu- 
geben bezeichne man, wie es Weierstrass thut; eine Unter-De- 
terminante von f{i) von der Ordnung tf, welche aus f{z) durch 
Fortlassen der a"*» Horizontalreihe und der /?***" Verticalreihe ent- 

a ß a ft ß a 

steht mit /*(»), so dass /*(«) = /'(»), durch /^(») den Differential- 
quotienten von f(i). Dann ist 

11 3 2 all *i+l 

also (cf. Baltzer Det. §.15, 10, S.94) 

(.;,.= _», K,.=._m^, etc. 
allgemein 

bis msa, so dass sich sehliesslich (61) in die Gleichung 

17* 
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verwandelt; (wenn man nämlich 2jfi — 2 statt g einführt nm der 
Formel einfachere Indices zu geben), und dass umgekehrt nach 
(61; b) gefunden wird 



/ 



^n-f-i «,=0 y r(ft') 




Es Ist endlich noch zu erwähnen, dass die {o+iy Quadratwurzeln, 
welclie in den so entstehenden <r-f-l Formeln auftreten, sich auf 
(7-fl; (i^r jedes k* eine einzige) reduciren, da nach einem ein- 
fachen Satze über Fartialdeterminanten 

a a ß ß aß 

gesetzt werden kann. 

§. 97. Die Theorie, welche in diesem Kapitel auseinander- 
gesetzt wurde, mag durch einige numerisclie Rechnungen erläutert 
werden, welche sich auf die ersten Werthe von n beziehen; der 
Fall n = 0, der nur ein constantes K, so wie n = 1, der nur ein 
K, L, M liefert, wird fortgelassen und wir beginnen mit n = 2. 
Man vergl. hier die numerischeu Beispiele in §.83 — 85. 

1) n = 2; *, = 3, <| = 1, 

2) « = 3; ««=6, *, =1, «, «I, 

3) n = 4; t, = 10, *. = ^ i, =i, #, = 2, 

4) n = 5; f , = 15, t, =7, f , = 6, #, = J, /, = J, 

5)n = 6; ^ = 21, f. = 10, ^, = 9, ^ = V, *4 = V; *. = 3. 
[Für ein festes n geben {i^ > *i ; 't > etc. die DiiFercnzreihe i, |, J, etc.J 
Es sind nun die Ketteubrüche des §.05: 
1) 11 = 2 



• 

r 


A») 


3- 


3x ' 






1 
1- 


3A 
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2) 11 = 3 

F(») 1 






*(») j_ 



6A 



•^ix 



.A + 3A_,_ji__5 



j-a 



3) nc=4 




F(») 1 




A') " 10- 


4ÖX 
« * 2 , ' 


(p(z) _ 1 




*(») 1 


lOA 


S — 








4) » = 5 




f(s) 1 




A')~15- 


105x 

* .o 27x 

13 — « — - 

7—» 


<iP(») _ 1 




<^W ~ 1 


i5;i 



42x 



li - 4 * 



5) 11 = 6 

M Ol , 2lOx 



21-» — 



19— a 1 



•*'x 



13—» — -^ 



^x 



3—» 



*W 1^ 



2U 






i_6» V 






Ans diesen Ketienbrüchen ergeben sich die Grössefi F, f, <p und 
wie folgt: 
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1) » = 2 

F= 1— Ä 

^ =3 — 4Ä + a' — 3Ä 
5 + 3A 

y=-^ — ^ 

- 5-3A 
* = -2 * 

2) 11 = 3 

f = 4 — » 

f =24 — 15x~10ä + ä' 

^ = j + y-(7 + 3A)Ä+*' 

3) « = 4 

F= 16 — 7x — 10»+»* 

/* = 160 — 160x— 116a+52x»+20»' — »• 

209 + 110i-63x ,-. , .jv , , , 
y= ! j (15 + 51)» + »'; etc. 

Für A = X = 1 entsteht wenn z. B. n = 5 oder 6 genommen wird: 

"""^' /• "" (»-l)(»-9)(»-25) 

JP.^ (g-l)(g-9)(»-25) 
»(» — 4) (»—16) 

«-fi. F _ (»-l)(»-9)(»-25) 
' /• "" ;5(, — 4j(a—i6)(»-36) 

jp^_ (» — 4)(» — 16)(g — 86) 
■" (»-l)(»-9)(»-25)' 

Um die Formeln für f, fp, F in unserer Gestalt mit denen von 
Lam^ zu verglelcheD; mögen die von Lam^ fär dieselben Func- 
tionen aus §. 83 — 85 hinzugefügt werden; folgt aus tp durch 
Vertauschung von l mit —X, Nach Lam^'s Metliode wurde z.B. 
für n = 4 gefunden 

= p'»(» — 4)(» — 16) + 168g» + 409(»— 16) 
0=(p(»-l)-3c«)(p(»-.9)-7<?»)+84g 
= p'(»-l)(»-9) + 2Ö5f, 
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Gleicbungen, welohe sich in der That resp. in f=(^f 9^^f f^^O 
verwandeln, wenn man für p und q die Wertlie b^+c^, 6'c' setzt 
Die in diesem Kapitel mitgciheilten Untersuchungen rühren 
vom Verf. her, und sind zum grösseren Theil im 56'^" Bande des 
Bor chardl'schen Journals mitgetheih worden, erscheinen aber hier 
verein£acht und vervollständigt; verschiedene Vorzeichen an den 
beiden Stellen sind durch verschiedene Festsetzungen über die C, 
etc. 9U erklären. 

rUnfte« Hniiliel. 

Dirichlet's Beweis dass Functionen zweier Veränderlichen 
nach Kugelfunctionen entwickelt werden können. 

§. 98. Es sei f(d,t(i) ein^ von ö = bis = n und von t/^s=0 
bis ^ =s2n willkürlich gegebene immer endliche Function; lässt 
dieselbe sich nach Kugelfunctionen entwickeln, also sich durch eine 
Doppelsumme 

f{e,y,) = *!* "jS*K(co8Ö)(c:co8mrp+*:8inmt^) 

n=(> 111=0 

darstellen, so ist die Entwickelung, wie man bereits aus §.72 weiss, 
nur auf eine Art möglich. 

Um den Beweis hier noch einmal auf eine von der früheren 
etwas verschiedene Art zu führen, sammele man alle Kugelfunctio- 
nen, die dasselbe n haben, und nenne ihre Summe JC*^ dann wird 
X'' eine Function, die in Bezug auf 6 und tp nach dem Ausdrucke 
des §. 66 zur Gattung P^ gehört,, d. b. die ganz und vom n*''" Gracje 
nach cogdji sin ^ cos V'^ sin sin V^ ist) und der partiellen Differential- 
gleichung 

W--- sin« ' d& +sin*Ö dtp* +n(n+i)Ä.= 

genügt; man kennt auch die allgemeine Form einer Function die 
zur Gattung der P" gehört, BfLiQÜch 

(fc) • • . S PZ(ciQosiiiy+*l8ininv), 
Es ist daher zu zeigen, dass eine Function fiO,%p) »ich auf 
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einer Art allein in eine Reihe 

(c) ... f{0, ^) = X*+A' + X*+6tc. 
entwickeln lässt; deren n^^ Glied X* zur Klasse der 
P* gehört. 

Ist dies bewiesen^ ist also bei gegebenem f die Funetion X* 
ftir jedes ganze nicht negative n bestimmt; so folgt nämlich nn* 
mittelbar^ dass auch die CoefBcienten von cosm^ und sinm^ in der 
Entwickclung von X" nach Sinus und Cosinus der Vielfachen, daher 
auch die c und k in der Formol (6) bestimmt sind. 

Um den Beweis zu fahren zeigt man zuerst mit Laplace"^) 

dass . /»„ jr^jt 

J dOj X''Y'^Bin0d^ 

I) u 

immer verschwindet| wenn m von n verschieden ist und F"* irgend 
eine zur Classe der P*" nach und yi gehörige Function bezeich- 
net Multiplicirt man dazu (a) mit Y*^nin0d0dip und integrirt in 
den Grenzen; so wird das -—n(n 4-l)fache des Integrales gleich 
einer Summe zweier Glieder; nämlich von 

J ^^J ^ -öv?-^^' J ^V ^ — Te — ^^^ 

^00 

in denen nach zweimaliger Integration durch TheilC; wie sie schon 
öfter in ähnlichen Fällen vorgenommen wurde, sich nur die ludices 
n und m gegenseitig umtauschen, so dass die Summe der beiden 
neuen Integrale das —m(fit+l) fache des gesuchten gicbt. Das 
n(n+l)fachc einer Grosso kann aber nur gleich dem m(m+l)fAchen 
derselben werden; wenn die Grösse Null ist. 

Wir verstehen unter y wie früher eine aus ö, Ö, , y — ^, s= qp 
durch die Gleichung 

cos y SS cos cos 0^ + sin sin 0^ cos ff 
zusammengesetzte Grösse; indem P*(co8;^) selbst zur Klasse der P" 
gehört, schliessen wir weiter mit Laplace: Es ist 

J ^f^^iO sinö/"'Vp"(co8y)dv = 0, 

• . 

so lange die ganzen Zahlen m und n nicht gleich werden. 

*} M«moix«ii v<m 1782. S. 163. 
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Zweitens »uchen wir mit Le^endre *) denWerth von J auf 
wenn m ss n. Multiplicirt man dazu (fr) mit 



1=« 



P"(co8y) = -r(— l)"'alPi(co8Ö)Pl(co8Ö4)cosiii(v^— ^,) 

und mit ünddOd^, so wird nach Integration in den Grensen, mit 
Hülfe Ton §. 12, p. 184, der Werth von J für ms n 

= o I 1 -^ Pi(co8Ö,)(cicoBmV'j +tt8mmt^J 

d. b. ;; — r-T" mal dem Werthe von Jf " wenn d und tiß darin mit A 
2n+l ^ ■ 

und t^i vertauscht werden. Bezeichnet man diese Function, welche 

also von 0^ und tp^ abhängt wie X* von und xff mit X*, so lehrt 

eine einfache Vertauschung der Buchstaben und tp mit 0, und 

1^1 dass 

?^y''dÖ,sinö,y"'''jf"r(co8y)dv', = Jf. 

u u 

Dieser Satz, verbunden mit dem vorigen über das verschwindende 
Integral, reicht wie man bereits aus ähnlichen Untersuchungen 
weiss hin, um die Einheit der Entwickelung von f nach Kugel- 
functionen zu beweisen ; er giebt auch die Entwickcking selbst wenn 
sie überhaupt möglich ist. Vertauscht man nämlich in (c) die 
Grössen und fp mit anderen 0^ und t^^, so entsteht 

A(0,,tpJ = F+X'+...+X-+ etc., 
also mit Hülfe unserer Formel 

(d) . . . X" = ?!^f"dd, sin Ö./*7(Ö, , V.)i^(coBy)d,^, , 

U 

wodurch der Satz gewonnen wird: Eine Function f(0,tp) kann 
nur auf eine Art nach Kugelfunctionen entwickelt wer- 
den. Nur und immer wenn 

(64)... 2 ^y dö.sinö.y ne„%)r(conr)dy,,=f(d,y,), 

ist die Entwickelung möglich. 

Soll untersucht werden ob eine Function f{0,yf) nach Kugel- 
functionen entwickelbar ist, so hat man also die linke Seite von (64) 

*) Memoiren von 1789 6.435. 
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ZU betrachten ; stellt diese Summe eiae coBvergenie BeUie vor^ und 
ist die Summe der convergenten Reibe geaau f{ä,rp)y so wir<i f 
in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reibe entwickclbar sein. 
Es zeigt sich unten^ dass im Allgemeinen die Summe genau f(6, tff) 
giebt und nur in besoncleren FftUen sich davon imierscbeidea kan. 

Dirichlet bat in der mehrfach erwähnten Arbeit*) den merk- 
würdigen Beweis für die Möglichkeit der £ntwfckelung oder für 
die Gleichung (64) gegeben^ welcher hier wiederhdt werden soll. 
Mütste nicht in unserem Werke nothwendig eine wesentliche Lttcka 
bleiben, wenn wir es unterliessen^ dieses Fundament für die An- 
wendungen auf physikalische Probleme vollständig festzulegen, so 
würden wir den Beweis von Dirichlet fortgelassen und nur auf 
ihn verwiesen haben; wer Dirichlet's Arbeiten kennt, weiss dass 
sie Muster auch der Darstellung mathematischer Stoffe sind, und 
selbst durch eine nicht wörtliche Mittheilung nur verlieren können. 
Der Verfasser wird daher wohl gerechtfertigt sein, wenn er den 
Theil der Arbeit von Dirichlet, welcher nicht schon im Vorher- 
gehenden verwendet war, möglichst genau nach dem Werke des 
Meisters mittheilt. 

Einen anderen Beweis desselben Satzes hat Bonn et**) im 
17*^** Bande des Liouville'schen Journals veröffentliche 

§.99. Zunächst betrachte man einen besonderen Fall 
auf den der allgemeine sich in §. lOi ohne Rechnung wird zurück- 
bringen lassen, indem man = setzt. Dadurch wird y von ip 
unabhängig und cos;' = cosdj; es tritt ferner P*(cos;') vor das in- 
nere Integral in (64) als constanter Factor, und es verwandelt sich 
in /Ä^i» Vi)rfVj- Wir machen zur Abkürzung 

u 
und dann geht die linke Seite von (64), wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben 01 mit T] vertauscht, in eine Summe der Glieder 

*) Cr eile, Jonm. f. Matb. Bd. XVII, Sur les s^ries dont le terme gin4al 
d^end de asuz angles. 

**) Th^e de M^canique. Sur Ic ddveloppement des fonctions 6b b^mb ^»p- 
dpim^ea auivant les fonctions Xn et Yn, S. 2tt*-*d00. 
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^^/"nv) P' (cos v) Bin V dri ' 



von n = bis n £= oo über. Man bildet nun die Summe der ersten 
n Glieder dieser Beiho^ die so lange n endlich bleibt natürlich im- 
mer existirt; es wird sich zeigen dass diese Summe mit wachsen- 
dem n einer Grenze zustrebt; d. i. dass die unendliche Reihe eine 
Summe hat, und dann dass diese Grenze , d. i. die Summe der un- 
endlichen Reihe F(0) wird« Alles dies zu beweisen ist die Auf- 
gabe des gegenwärtigen und folgenden Paragraphen. 

Die Summe der ersten n Glieder, genauer von it= bis nssn, 
bezeichne man mit S», und zerlege sie in Sn ^=i Tn+U^, wo, wenn 
das Argument cos 17 bei den P fortgelassen wird, 

u 

V^ =y'F(i7)(P' + 2P+etc. + ii/^8in?;rfJ7 
u 

gesetzt ist. Man transformirt nun T und U weiter, indem man für 
die P die im §. 10 abgeleiteten Integrale einsetzt, und zwar in T 
das Integral (7) welches noch fUr » = gilt, in U dagegen (8). 
Beschränkt man sich zunächst auf die Betrachtung von T so ist 
klar, dass nach der Substitution unter dem Integrale eine trigono- 
metrische Reihe 

1-f 9co8y+2cos2y+etc.+2cosnqp 

auftreten wird, deren Summe bekanntlich 

. 2»+l 
sm-^g— 9 



ist. Man hat daher 



2nTn = / dt] »in fiF(t)) 



• 9 



<l 



W . 2n-fl 

cos f sm — — - 9> 



I . : (Mp 

•i) y2(c08«p — COBIj) gjjj£ 

. . 2«+l 
+/ , 4ff 
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hier läsBt sich aber die Ordnung der Integration umkehren. Denkt 
man sich zur Ableitung der bekannten bei der Umkehrung anzu- 
wendenden HUlfsformel unter x und y gewöhnliche rechtwinklige 
Coordinaten^ unter &{x,y) eine beliebige continuirliche Function 
von X und y, so kann man den Werth von 

jO(x,y)dxdy, 

wo über alle x und y intogrirt werden soll, die in dem recht- 
winkligen und gleichschenkligen Dreieck liegen, dessen drei Eck- 
punkte X = 0, y = 0; x = a, 7 = ^) x = a, y = a sind, sowohl 
durch die erste als durch die zweite der beiden Formeln 

dxj G{x,y)dy, J dyj e{x,y)dx 
u u y 

ausdrücken. Indem man statt der linken Seite der so gewonne- 
nen Gleichung die rechte setzt, transformirt man den ersten Theil 
von 2nTni durch das umgekehrte Verfahren den zweiten Theil dieser 
Grösse; macht man dann zur Abkürzung 

n(y) = cos? r nn)Aundn ,^.^y p F{n)^\nndn 

^m y2(cos<]p — cosij) 2»/ )/2(c03i7 — cosy) 

80 erhält man die Gleichung 

. 2ii+l 
1 /•» «n— g— V 

sin f 

Die Function n{q>) wird nicht unendlich, so dass sich leicht 
die Grenze bestimmen lässt, der I« mit wachsendem n zustrebt 
Aus dem Satze über die Entwickelbarkeit einer Function n{fp) 
von «p =s bis q> = n nach Cosinus der Vielfachen von fp folgt 
nümlich (m. vergl. die Bemerkungen über trigonometrische Reihen 
im §. 10), dass n((p) gleich 

■1 6^-f 6j cos y + 6, cos 2^ -f etc. 
gesetzt werden kann, wo 

6, = — / n{(p)coBn(pd(p 
wird, dass also, wenn man fbr die 6 diesen Werth einsetzt, 
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mit wachsendem n der Grenze //(y), im speciellen Falle {Ür(ps=0, 
daas 

mit wachsendem n der Grenze 11(0) zustrebt. Durch Substitution 
der Werthe für die 6 folgt hieraus endlich , mit Hülfe der oben 
angewandten Formel fUr die Summe 

1 + 2cos<]p-f 2 cos 2y + etc. +2co8ny, 

dass 

. 2n+l 

sin| 

als Grenze für « = oo den Werth 1T(0) besitzt. 

Durch diesen Satz ist man im Stande, T^ zu bestimmen; es 
wird nämlich gleich ^n{0), d. h. 

An merk. Das obige Verfahren kann man streng genommen 
nicht als Beweis dafür gelten lassen, dass (6) dem Werthe 77(0) 
zustrebt, indem gerade ans dem letzten Satze in der Regel be- 
wiesen wird; dass eine Function von q> in eine trigonometrische 
Reihe entwickelt werden kann: man mag es also nur so auffassen, 
dass es dazu dienen soll, auf den Zusammenhang des bekannten 
Satzes über die Möglichkeit der Entwickelung in trigonometrische 
Reihen mit der Werthbcstimmnng des hier anzuwendenden In- 
tegrals (b) hinzuweisen. Selbstverständlich hat (fr) fUr n = oo 
auch noch den Werth JZ(0), wenn JT(y) nicht unsere Function, 
sondern irgend eine andere endlich bleibende bezeichnet. Wegen 
der späteren Untersuchungen wird noch hinzugefügt, däss der 
Satz richtig bleibt, wenn il an irgend welchen Stellen 
zwischen und n zwar unendlich wird, aber so dass 

/ n{qi)dq> endlich und continuirlich bleibt^ so lange 

q^'^n. In der That, es sei 9 = tf; eine solche kritische Stelle; 
sind ferner £ und C s^br kleine positive Grössen, so zerlege man 
das Integral (6) in drei Theile, den ersten von bis tp — s, den 
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sweiten von yf—i bis fp+i, den dritten von ifp+C bis n. Der 
erste ist (s. n.) genau 11(0) für n = oo^ der dritte genau 0, der zweite 
wird) wegen unserer Annahme mit t nnd C ^^ Null convergiren. 

Was über den ersten und dritten Theil gesagt ist; beweist man 
auf folgende Art: Setzt man eine Function f{q>) statt n{qi) in (b), 
so entsteht /"(O); nun sei f{q>) von <;p = bis ^Ätp— « gleich iT(y), 

von da an 0, so wird 

. 2n+l 

-J "(9>) z— J» = "W, (« = «)). 

" sin -^ 

Würde man aber f{ff) von qp = bis c)p = v+C gleich 0, von da 
an bis n gleich Il{^) setzen, so entsteht 



i/;n(^) 



. 2n+l 
sin — jT— V 



• 9 

V+C sm -^ 



d(f = /"(O) = 0, (« = oo). 



§• 100. Es bleibt noch (/« aufzusuchen. Wie oben angegeben 
wurde benutzt man für P" jetzt die Formel (8); nnd erhält dann 
durch Umkehrung der Ordnung im Intcgrircn 

Un = — / 6(y)(8in9+2sin29>+etc.+iisinn<jp)dff, 

Ö(V) = -sin l r ni)«nvd,i ,„.y /" ^ f W^oyd«? 

V } 2 (cos ff— COS ly) «^«jj )'2(cosJ7 — cosy) 

Es ist (9(7) eine endliche Function von rp, da es offenbar 
endlich bleibt^ so lange F(i7); also so lange f(0,ip) nicht unendlich 
wird : aber im Anfang des §. 98 wurde sogleich angenommen^ dass 
f eine endliche Function sei. Ferner ist & auch continuir- 
lieh nach (p: für die früher betrachtete Function 11 {<p) brauchte 
das Entsprechende nicht nachgewiesen zu werden, während hier 
der Differentialquotient &{<p) statt 11 in einem Integrale wie (b) 
des vorigen Paragraphen erscheinen wird, und deshalb der Nach- 
weis erforderlich ist« Man vergl. die obige Anmerkung. 

0{q>) bleibt continuirlich; wenn jeder der beiden Theile, welche 
diese Function ausmachen, also gewiss wenn jedes der beiden darin 
vorkommenden Integrale dieselbe Eigenschaft besitzt. Für eines 
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derselben soll hier der Beweis geführt werden; wir wfthlen dazu 
das letztere, und haben also zu zeigen, dass mit abnehmenden i 
/'y-f f F(iy) sin lyrf^ /* » F(iy)8iniydjy 

*^ y'2(C0SI/ — C08<ip + «)) «^ }^2(c08V~C08f)) 



zu Null convergirt. Das erste Integral serlege man in eines von 
bis 9), welches sich mit dem zu subtrahirenden in eines von 
bis q> vereinigt, und in 

'+ * F(>;)siniydiy 

^ >^2(cosf? — co8(y+*)) ' 

bezeichnet G den grössten Werth von F(}j) innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen, so ist das letztere Integral 

< C-[)/2(cosi? — co8(qp-f *))]!. 



r 



2ey8in|-sin(g)+|-), 



'y+« 



2 \^ • 2 

verschwindet also für i = 0, Es bleibt noch das von bis <p zu 
nehmende Integral, welches mit negativem Vorzeichen 

r 2 (cosi? — cosy) y 2 (cos 17 — cos(y + *)) ^ 

ist. Wiederum sei G der grüsate Werth von F{fj) in den Grenzen 
der Integration; der Factor von F(ff) unter dem Integrale bleibt 
immer positiv, da cosiy — cos^ •< CO817 — cos(<jp+€), so dass das 
Integral kleiner wird als der Zablwerth von 

C.[y'2(co9i? —cos 9) — 1^2 (cos ly — cos (y + €))]" f 
oder was dasselbe ist, kleiner als der Zalilwerth von 

2G[An f-»in5^ + ysini-»i„(<p+i-)]. 

Das Integral verschwindet daher mit «. 

Auf ähnliche Art beweist man die Continuität des zweiten In- 
tegrales in Gy also die von & selbst. 

Ehe man die weitere Untersuchung von U selbst beginnt, ist 
es zweckmässig, um spätere Unterbrechungen zu vermeiden, die 
drei Werthe 

e(o), e(n), e^{0) 

inif£asiiebt& ; die beiden ersten Ausdrucke verschwinden, wie man 
sogleich siebt. Beseicbtiet man filr den Aogenblick die beiden in 
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O Torkonmieiideii Integrale mit r and $ ao wird 

£^r \ ^ 9 ' ' 9 '9^1 V* 

©'(y) = __co.f--«nf-«nf;^+cos-3^, 

also da « Air 9 s9 yerscb windet, &(0) gleich 

-T+^' (^ = «)' 

wenn -r- für y = endlich bleibt Ea ist nun -r- für qp=?0 gleich 

V*; y2(co8iy— -coay) 

bezeichnet Jf einen Mittel werth von F(9) zwischen ?/=?0 bis 17 = 9), 
so ist dieser Ausdruck 

M ^ "n^ 

= ~[/2(^^-cosy)i; = 2ir-^, (9 = 0) 

dr 
also gleich F(+0). Anf ähnliche Art ergiebt sich dass -^ (Jlr q>=sO 

endlich bleibt; sein genauer Werth ist nicht erforderlich. Man er- 
hält also 

©»(0) = f(+0)-|/*''F(ij)co8|-(f.7. 

tl 

Wir gehen jetzt auf den Werth Un znrttck, der sich nach In- 
tegration durch Theile^ welche vermöge der Continuität von S((p) 
gestattet ist; in 



-4/' 



«(^)^ 



U 




211+1 



sin-^— 9 



ü " 2 



verwandelt; so dass 

D« = ©'(O) 
oder &o =5 T« + ir» gleich F(+0) wird. Es ist hierdurch das am 
Anfange des §. 99 angegebene Resultat bewiesen^ dass nämlich' die 
Reihe welche durch die linke Seite von (64) dargestellt wird, f&r 
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9 = wenigstens, convergirt und 



2fi 





als Bnmme giebt. Sie liefert also Tür ö = im Allgemeinen nicht 
clen Werth der rechten Seite von (G4), der fiO,\p) sein würde, 
sondern den sogenannten mittleren Werth von f(0,\lj), der mit 
f(Oy^) ttbereinstimmt, wenn f(0,^lj) von tp unabhängig ist. Unter 
mittlerem Werthe irgend einer Function ;f(V), {0<,fff<.2n)j ver- 
steht man nämlich das von ifß unabhängige Glied bei der Entwicke- 
Inng von xiV) ^^ ®i^^ Reihe, welche nach Sinus und Cosinus der 

Vielfachen von tff fortschreitet, oder was dasselbe ist — / x(}P)d% 

u 

oder endlich das arithmetische Mittel der Ordinaten ;|f(0), xi — Jt 

C — \ etc. x{^^) *ttr 11=00. 

§. 101. Ohne weitere Rechnung gelangt man mit Hülfe einer 
geometrischen Construction zum Resultfate im allgemeinen 
Falle. Man denke sich auf einer festen Kugelfläche mit dem 
Radius 1 einen festen Punkt Ä, und durch diesen einen gleichfalls 
festen aber nur nach einer Richtung von Ä aus verlängerten Bogen 
eines Hauptkreises 4B gelegt. Dieses Coordinaten- System bestimmt 
jeden Punkt S der Eugelfläche durch den Bogen AS eines Haupt- 
kreises (^^), den man gleich 0^ setze, und den Yf inkel B AS = \f/^, 
der zwischen und 2n gezählt wird. Man weiss, dass das Element 
der Kngelfläche sin Oddd^ ist, während 

der mittlere Werth der Function f(Otf%) aus allen ihren Werthen 
wird, die sie auf einem Parallelkreise mit dem sphärischen Radius ^^, 
von A aas gerechnet, annimmt. Wird f ffXr 6^ = von ffß^ unab- 
hängig, so würde 

u 
derWertb von fiß^y^i) im Punkte A selbst sein, während (6) im 

Heine, Handbuch d. Kugel (ünctionen. ]^g 
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Allgemeinen das arithmetische Mittel aus allen Werthen T^n ({^^ ^J 
für einen unendlich kleinen sphärischen Radius s vorstellt. 

Man vergleiche nun die Function X in §. 98 im allgemeinen 
Falle und im besonderen = 0. Beide Ausdrücke sind Integrale 
oder Summen von Gliedern; jeder von ihnen enthält das Slemeat 
mkO^dd^dxf)^ aller Punkte S der Oberfläche, ausserdem den Factor 
fi^ 17%) ^^^ iQ^^ sich als Dichtigkeit im Punkte dj, yf^ oder & 
vorstellen kann: es kommt nun noch ein Ausdruck hinzu ^ der im 
zweiten Falle Function der sphärischen Entfernung SA dea Punktes 
S vom Anfangspunkte ist^ im ersten Falle dieselbe Function der 
sphärischen Entfernung SC von einem Funkte C, dessen Coordina- 
ten 0y ip sind. Ferner beachte man^ dass bei der Integration die 
Gestalt der Elemente vollkommen glcicligültig ist; in welche man 
die Kugel theilt; heisst also das einem Punkte S angehörige Ele- 
ment doip, so sagt unser in den beiden vorigen Paragraphen be- 

2«+ 1 
wiesener Satz: Die Beihc; deren «*^* Glied gleich ist — j — mal 

einem gewissen Integrale über die ganze Oberfläche der Kugel, 
dessen Element besteht aus 1) dem Elemente der Kugel dto im 
Punkte S multiplicirt mit dem Werthe einer gegebenen Function, 
einer Dichtigkeit, im Punkte S; 2) einer Function F^ der sphäri- 
schen Entfernung des Punktes S von einem festen Punkte A; — 
diese Beihe ist convergent, und hat als Summe die mittlere Dich- 
tigkeit im Punkte A, das Mittel für alle Punkte genommen, welche 
auf einem mit dem unendlich kleinen sphärischen Radius « von A 
aus beschriebenen Kreise liegen. Da bei dieser Art, das bewiesene 
Besultat auszusprechen, die uraprtingüche Eigenschaft des Punktes A, 
dass er Anfangspunkt des Systems ist, nicht mehr zum Vorschein 
konunt, so kann man den Punkt A durch C ersetzen, und findet 
so, dass die linke Seite von (64) auch im allgemeinen Falle eine 
convergente Reihe bildet, und dnss ihre Summe der mittlere Wertb 
der Dichtigkeit in C, oder der Function f(0^ , ip^ ) für d = ö, , tf; ss %ff^ 
wird, wenn nämlich das Mittel aus allen Werthen genommen wird, 
die diese Function für die Punkte eines mit dem unendlich kleinen 
sphärischen Radius i um 6, rfß beschriebenen Kreises erhält 
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Bleibt f{dj tp) für alle unendlich kleinen Veränderungen von d 
und tfß continuirlich , so wird die Summe auf der linken Seite von 
(64) daher genau f{ß,%p). 

§. 102. Die Methode, welche die Verallgemeinerung im §. 101 
verBcbaffle, ist von hoher Wichtigkeit bei der Betrachtung von Bei- 
faen, in denen die Function ^"(cos/) auftritt. Dirichlet hat sie 
später wieder aufgenommen, um die verschiedenen Fälle zu unter- 
suchen, welche vorkommen können, wenn aus dem für die Ober^ 
fläche der Kugel gegebenen Potentiale nach den Prinzipien von 
Gauss und Green eine entsprechende Vertheilung von Masse auf 
der Kugelfläcbe aufgesucht werden soll*). 

Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung auf den 
Fall, in dem [(0^ %ff) von \p unabhängig ist, sich also auf eine Func- 
tion f{0) von d allein reducirt. In diesem Falle wird 

u u 

= Aöi)P"(cose)?*(co8e,); 

also giebt dann (64) das für Functionen einer Veränderlichen f(0) 

geltende Beaultat 

m^S fü±ip-(co8Ö)/ AÖ)P"(coBÖ)dö, 

ü 
auf welches bereits im §. 13 hingewiesen wurde. Setzt man nämlich 

An = ^^y 7(Ö)P*(C08Ö)rfö, 
U 

WO nun Am eine von unabhängige Constante bezeichnet, so sagt 
die vorstehende Formel, dass die zwischen d = und = tt end- 
lich bleibende Function f(d) in eine Reilie 

*l'ii«r(co8ö) 

entwickelt werden kann, die nach Kugelfunclioncu der einen Ver- 
änderlichen fortscheitet, und giebt zugleich den Ausdruck der 
bei der Entwickelung vorkommenden Constanten, wie er §. 15 ge- 
funden worden war. 



*) lieber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer un- 
endlich dünnen Kugelschalc, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem 
Punkte ihrer Oberflache gegeben ist. Geles. in der Akad. d. Wiss. am 28. Not. 1850. 

18* 
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Zugleich lehrt aber die Boeben yoUendete Untenachang, wel- 
chen Werth die Beihe 



S il„?*(C08(?) 

Yoratellt; wenn an irgend einer Stelle f(0) einen endlichen Sprung 
macht: &ie ist dann das arithmetische Mittel von f(&+0) und f(0—O)f 
wenn, wie frllher, diese Zeichen auch hier die beiden zu dem be- 
treffenden d gehörenden Werthe der Function f{d) vorstellen. 

Im allgemeinen Falle, wenn die entwickelte Function f(0,^) 
beide Argumente und %fi enthält, hat man den Ausdruck 



11=00 



WO JE" durch p. 265, d gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass 
dieser Ausdruck (d) in der That die Form von p. 263, 6 hat Setzt 
man nämlich in (d) für /^(cos/) seinen Werth (49, a) auf p. 175, d. h. 



1=« 



^(-iro:K;(cosö)K;(co8d,)co8»i(^-^,), 

80 ent8tebt auf der Stelle 

(65) ... X' =TK{coa0)[clcoam%ft+kl»mmtif], 
wenn die Constanten c und k durch die Formeln gegeben werden: 
(-l)-c: = ?^ a:y'"d0.8inÖ.f:(co8Ö.)/"V(d. , V'.)co8MV,dV'. , 

u u 

(_1)-*: = H^ a:y"d<?.8inÖ,P:(co8d,)/^7(ö, , v/.)«nmv. dtf,,. 

u 

Sind die einzelnen Grössen X* für alle und V^ gegeben, 
so kennt man die entwickelte Function f{0,fp)] es ist leicht ein- 
zusehen , dass man die X", und daher f{0, y/) , für alle und fp 
finden kann, wenn sie für einen Werth von d und alle t/ß, oder 
für alle und zwei Werthe von tp gegeben sind. 



B. AnwenduDg der Kugelfimctionen. 



I. Mechanische Quadratur. 



§. 1, Dezeichnet f(x) eine zwischen x= — 1 und a; = +l 
beliebig gegebene einwerthigc und continuirliche Function von x, 
so lässt sich nach Lagrang e's Formel eine ganze Function q>{x) 
immer so bilden, dass sie für n Werthe von x, welche ganz will- 
kürlich gewählt und durch a^, a^, etc. a,» bezeichnet werden, mit 
f{x) übereinstimmt. Setzt man 

(1) ... tp(x) = (x--a^)(x--a^)etc.(x — an), 

* 

(1, a) ... q>{x) = 

80 ist nämlich fp(x) eine solche Function. Denn die durch (li^) 
gegebene Function ist offenbar ganz und vom (n— 1)*^" oder einem 
niedrigeren Grade; sie verwandelt sich ferner für xs=a^f a^, etc. a» 
in f{a^), f{a^) etc. ^(tfn). Es soll nun gezeigt werden, dass keine 
andere ganze Function Q>(x) existirt, welche fUr dieselben n Werthe 
xsa^, a,, etc. a» mit f{x) übereinstimmt, und zugleich von 
nicht höherem als dem (n — 1)*^" Grade ist, so dass wenn 
überhaupt eine Function diese Bedingungen erfüllt — und (p(x), 
wie es durch (1, a) bestimmt wird, erfüllt sie — diese die einzige 
ist. Wäre nämlich auch ^/>(a,); ^^(«t) etc. gleich /"(«i), f(,ct^) etc., 
so müsste ^^{x) — (p(x) durch x—a^, x — a^ etc., also durch ffß{x) 



280 Quadratur. §• 1, 1- 

theilbar sein^ was nur geschehen kann wenn <P(x) s= q>(x), weil 
der Grad von tff genau n, der von <l^ und (p höchstens n — 1 ist*). 
Der Ausdruck (f{x) kann ein Näherungswerth von f(x) ge- 
nannt werden; was so zu verstehen ist; dass bei hinreichend grossem 
n, (wenn nur die a nach solchem Gesetze gewählt werden, dass 
sie sich überall auf der Abscissenachse in dem Intervalle von — 1 
bis -\-l häufen; und kein Raum von beliebig kleiner Ausdehnang < 
bei hinlänglich grossem n bleibt, in welchen kein a fiele) f(x) — ^'(x) 
von X = — lbisa:i=-fl beliebig klein bleibt. Es folgt dies aus 
ganz bekannten Prinzipien; indem f{x) nach der Annahme, ^(x) 
als ganze Function continuirlich bleibt. Stellt man f nnd (p auf 
gewöhnliche Art geometrisch als Curven dar, so muss auch die 
Fläche des zwischen f und <p liegenden Stückes mit wachsendem n 
beliebig klein werden, so dass, wenn man 

/ f{x)dX'-'/ q^{x)dxszD 
-1 -1 

setzt; D mit hinlänglich wachsendem n beliebig wenig sich von Null 



*) Im 53*«» Bande des Borchard fachen Jonmak tbeilt Theb^rehev 

S. 286 eine, nach der Angabe im Journal, am -7-4; ; — 1854 in der Paterabarger 

1. November 

Akademie gelesene Note mit', welche eine höchst interessante, Übrigens aus ein- 
fachen Sätzen fiber Kettenbrüche leicht zu^verifioirende, noch Ton Niemandem 
früher bemerkte Transformation einer solchen Fonction tp enthftlt. Denkt man 

iü' (x) 1 
sich nftmlich ; , in einen Kettenbmoh entwickelt, beseichnet fer- 

^»■^^, + etc. 
ner durch N^f N^f etc. die Nenner der Nfthernngsbrüche dieses Kettenbnichs, durch 
A^y A^, etc, die Coefficientcn von or in ^^ , 9, , etc. , so wird 

y (x) rr^A,2 f («„) ^A,N, {x) S N, (««) f (««) +A,N^{x) £ N, («m) f («m) - etc. 

m---l m—l «1=1 

Folgen die a — ffthrt Thebychev fort — sich in nnendlich kleinen Zwiachen- 

'4*1 

räumen, so wird der Kettenbruch bis auf unwesentliche Unterschiede log 7 

a?— I 

geben, während die iV sich in die P verwandeln; </>(«) stimmt dann von araac — l 
bis d?sBB-f-l mit f{x) überein, und man erhält die Cntwickelung von f(x) nach 
Kugelfunctionen. Seitdem wurde im Liouville'schen Journale, Deuzi^me B^e, 
T. III, pag. 289 eine grössere Arbeit von demselben Verfasser Aber dieaen Gegen- 
stand: Sur les fractions continued par M. Tchebichef, traduit da Rosse par 
M. I. J. Bienaym^, prdscntd le 12. Janvier 1855 k TAcad^mie imp^ale des 
aciences de Saint -Pdtersbourg veröffentlicht, dem endlich auch Roncb^ eine 
eigene Abhandelung im Cah. 37 des PolTtechnischen Journals gewidmot h$L 
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mitencheidet; oder / tf(x)dx ein Näberungawerth des gesuch- 

—1 

ten Integrales / f{x)dx ist. 

—1 

Drei Dinge fassen wir in's Auge, von denen die Grösse /> 
oder die Annäherung abhängt, die man erreicht; wenn man statt 
des gesuchten Integrales, welches f enthält, dasjenige nimmt, in 
welchem f durch (f ersetzt wird. Es wird der Grad der An- 
näherung durch Wahl von n bedingt, d. h durch die An- 
zahl der Abscissen o; = «, fUr welche man Ordinaten f{x) berech- 
net, um (p(x) zu bilden: wir sagen kürzer, man interpolirt aus 
n Werthen. Zweitens hängt er von f selbst ab: ist z. B. f 
eine Function vom höchstens («— l)*'" Grade, so wird /* genau gleich 
0p wenn man aus n Werthen interpolirt und D ist genau Null, so 
dass durch Interpolation aus mehr . als n Werthen eine grössere 
Näherung nicht erreicht wird« Ein dritter Umstand, der aber erst 
in den späteren Paragraphen sorgflütiger betrachtet werden soll, 
von welchem der Werth D abhängt, ist die Wahl der Abscis- 
sen a. Man übersieht, dass je nachdem eine Cnrve (»—1)**" Grades 9 
durch diese oder jene n Punkte von f gelegt wird, gans verschio- 
dene Werthe von D entstehen können; die zweckmässigste Wahl 
der Abscissen wird also von der Natur von f abhängen. Ob man 
f genau kennen muss, um zu bestimmen, welche Abscissen am 
zweckmässigsten gewählt werden, oder ob es z. B. schon genügt 
zu wissen, dass f in eine schnell oonvergirende Potenzreibe est- 
wickelbar ist, wird sich später zeigen; das Prinzip ist aber 
festzuhalten, dass nur solche Methoden brauchbar 
sind, bei welchen die Wahl der a nicht von der beson- 
deren Natur von f abhängt. Bestimmt man nämlich ein für 
alle Mal welche a man fiHr jedes n wählen will, so kann man eine 
Reihe numerischer Werthe im Voraus berechnen und in Tafeln brin- 
gen und dadurch, wie sich sogleich zeigen wird, die Rechnung we- 
sentlich abkürzen. 

Bildet man mit Hülfe von (l,a) den Näherungswerth fQr das 
gesackte Integral, und setzt 



von vorn 
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SO wird derselbe 

(2) . . . y*9)(a;)dx = il,AaJ+i4,/'(a,)+etc.+il.A«.). 
SeUt man fest, welche Abscissen a für jedes n gewählt werden 
sollen, so ist für jedes n auch tu(x) und ebenso 

herein bestimmt; als ganze Function von x kann dieser Auadnick 
zwischen beliebigen 'Grenzen, z. B. —1 und +1 genau integrirt, 
also A^ im Voraus berechnet werden. Ist dieses geschehen, so 

wird die Interpolation des Integrals / f{x)dx aus n Abscissen 

nach (2) nur n Multiplicationcn bekannter Werthe Ä mit zu be- 
rechnenden f{a) und ebenso viele Additionen erfordern. 

Dies ist die Methode, durch welche, nach Angabe von Gauss*) 
Cotesius in der ^Harmonia mensurarum^, mit Benutzung der Vor- 
arbeiten von Newton, die bestimmten Integrale angenähert findet. 
Cotesius wählt die Abscissen so, dass (br ein jedes n die Ghrössen 
^if ^1» ®^* Om in arithmetischer Reihe fortschreiten, und giebt in 
einer Tafel, die in der vorerwähnten Arbeit von Gauss über mecha- 
nische Quadraturen abgedruckt ist, die Werthe der Ä von n ss 2 
bis M B 11. In dem letzten Falle z. B. sind die Abscissen m gleich 

— 1,0; —0,8; —0,6; etc. +0,6; +0,8; +1,0. 
Man kann übrigens leicht zeigen, dass bei solcher Wahl der a für 
ein gerades n die Ä paarweise gleich sind, fbr ein ungerades mit 
Ausnahme von iii+i , dem mittleren Gliede. In der That zeigt sich 



2 



leicht dass A^ =s An, etc. allgemein dass Am = iln+i-» ist. Berück- 

2 
sichtigt man nämlich, dass a, =» — 1, of, = — 1-J r, etc., dass 

allgemein 

-i \ o ^' — ^ 
H — 1 

^{x) = (a; — «,)(« — a,»)(x — a,)(a; — a,»-i) etc., 



*) Methodas nova integfralium raloros per approzimationdm inreniendi. 



§. 2, 8. Quadratur. 283 

80 wird gefunden 

tff(x) s= (a?— a,)(a? + «,)(aj— a,)(a?+«Jetc., 
wo das Prodnct fUr ein ungerades n mit dem Factor o? sehKeBit^ 
der keinen zagehörigen besitzt. Dadurch entsteht 

also wenn man nach x difFerentiirt und dann xf= a^ setzt 

V;'(«,) = (-1)*+V («.+!-«), 






Wird — a; statt x als Veränderliche eingeftihrt, so verwandelt sich 
die rechte Seite in A^^ 

Anmerk. Was oben über die Tafel von Cotesius gesagt 
wurde ist nicht ganz genau, indem dieser Autor sie flir den Fall 
gegeben hat^ das» man Tntegrale zwischen den Grenzen und 1 
berechnet; also die a in arithmetischer Beihe von bis 1 zunehmen 
lässt. Es bedarf zur Bcduction der gegebenen Tafel auf die fllr 
unsere Darstellung anzuwendende nur einer unbedeutenden Rech- 
nung. Um im Folgenden die in der Theorie entwickelten Formeln 
unmittelbar gebrauchen zu können haben wir uns die erwähnte 
Veränderung erlaubt. 

§. 2. Der Grad der Näherung bei dieser Methode; wenn man 
die a wieder allgemein nimmt , lässt sich berechnen , so oft man 

/ f(x)dx genau angeben kann: interpolirt man aus n WertheU; 
—1 
so wird er offenbar durch 

(3) . . . D = fax) dx - ^2A^f{an.) 

auBgedrückt. War f{x) vom höchstens (n— 1)^*** Grade, so ist wie 
man schon weiss, der Fehler Z> = 0, und zwar bei willkürlich ge- 
wählten a, weil dann ^{x)^ f(x)] der Fortschritt, welchen 
man Gauss in der oben erwähnten Arbeit verdankt, be- 
steht darin , dass er gezeigt hat, wie durch angemessene Wahl der a 
unabhängig von der besonderen Natur von f{x), noch der Fehler 
verschwindet, wenn f(x) auf den (2ii— 1)*®* Grad steigt. Geome- 
trisch betraehtet hat also Gau ss nachgewiesen : Bestimmt man n Ab- 
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Bcissen a von — 1 bis +1 auf gewisse Art; und wählt beliebige 
n Pankte mit diesen Äbscissen; legt dann eine beliebige Carre höch- 
stens vom (2ft—l)*^" Grade f{x) durch diese n festen Punkte, so 
bleibt fär jedes andere f(x) der Flächenraum deraelbci welcher durch 
die CurvC; die Abscissenachse, und die beiden Ordinaten in den 
Punkten deren x gleich —1 und gleich 1 ist^ begrenzt wird« 

Der Bequemlichkeit halber bezeichne man den Fehler, welchen 
man bei einem bestimmten n und festgehaltenen a begeht, wenn 
f{x) die Function ist, deren Integral man berechnen will, also das 
D der Formel (3), vollständiger durch Df(x), so dass wenn F{x) 
eine andere Function; c eine Constante bezeichnet 

D(fix)+F(x))= D(fx)+DF(x) 
D(cf(x)) = cDf{x) 
wird. Stellt f(x) eine ganze Function oder eine Reihe vor, so wird 
sich Df{x) aus Grössen Dx* zusammensetzen lassen. In der That; 
ist f(x) in eine von a; = — 1 bisx = +l convergente Reihe ent- 
wickelt 

f{x) = 6o+6,a;-f-6,a?*+etc.; 
60 Wird 

Df{x) = 6*Z>l+6,Z>«+6,Z>a?"+etc., 

und verwandelt sich; da Dsf* bei den gewöhnlichen Methoden ver- 
schwindet wenn p<n, bei der G au ssi sehen noch wenn p < ^n, 
bei den gewöhnlichen Methoden in 

Df{x) = bnDx^+bn+iDaf+^+eic. 
bei der Ganssischen in 

(4) Df{x) == 62«I>a?''*+65»+il>«'»+H©tc,, 
hängt also in (4) nur von entfernteren b als in der vorhergehenden 
Gleichung; nämlich von 62»; bu-{^i, etc. ab. Da die Reihe conver- 
girtO; so werden die 6 um so kleiner; je weiter man sich vom An- 
fange der Reihe entfernt; und bei hinlänglich grossem 11 wird 
bin} ^n-hi; «tc* beliebig klein. Im Allgemeinen, kann man also 
sagen; muss bei der Gaussischen Methode der Fehler geringer 
sein als bei anderen; in welchen die Abscissen m befiebig gewählt 
wurden; er also schon von fr,; fr^+i, etc. abhängt Man darf aber 
nicht ausser Acht lassen; dass die Grössen D in der unteren Glei- 
chung (4) andere sind als in der oberen; weil sie sich auf andere a 
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boaebeO; duis also oben D^ kleiner sein kann als dasselbe Glied 
unten: es wäre möglich , dass oben die Art, auf welche die m ge- 
wählt wurden, solche D schafß, welche gerade eine besondere Be- 
ziehung 8U den 6 haben, und dass sie die Summe der Reihe be* 
sonders klein macht. Wir wollen uns deshalb über die Näherung, 
welche durch die Gaussische Methode erreicht wird bestimmter 
ausdrücken, indem wir sagen: Durch Interpolation aus «Wer- 

then wird / f(x)dx genau vermittelst (3) ausgedrückt, 

wenn f{x) vom höchstens {2h— ly^^ Grade ist; ist f(9) in 
eine convergente Beihe entwickelt, so gehen in den 
Fehler nur 62«, ban-i-i; etc. ein. Welchen Einfluss diese einzel- 
nen (abnehmenden) Grössen haben, wird unten gezeigt werden. 
Bei der Methode von Cot es ins wird das Resultat bei einer Inter- 
polation aus fi Werthen ein solches sein, welches man aus dem 
eben angegebenen abliest, wenn man überall 2n mit n vertauscht. 

§. 3. Die erste A'ufgabe, welche zu lösen ist, besteht in 
der gehörigen Bestimmung der a, die nach §. 2 so auszuwählen 
sind, dass Df(x) verschwindet, welche Function (2ii— 1)*^*^ Grades 
auch f(x) sei. 

So lange f(x) nicht den n*" Grad erreicht, wird offenbar ip(x) 
nach (1, a) berechnet gleich f{x). Diese, schon §. 2 angewandte 
Gleichheit, folgt unmittelbar daraus, dass sonst /'(ar) und ^»(x) zwei 
verschiedene Functionen vom höchstens (n—1)*^" Grade wären, die 
für ft Werthe von x übereinstimmen, ,was (§. 1) unmöglich ist. Ist 
hbetfix) von höherem, als dem (n— !)♦*" Grade, so muMf(x) — w{x), 
da es für o: = ftj, a,, etc. verschwindet, immer vorausgesetzt dass 
die a verschieden sind, durch %p{pc) theilbar sein: der Quotient 

f{x)'-fp{x) 

ist eine ganze Function vom höchstens (n— 1)**" Grade, wenn f(x) 
den {2n^l)^' nicht überschreitet^ Jede solche Function f{x) hat 
also die Form 

f{x) =5 9)(ap)+^(a;)(a,+a,a?+etc.+a,-.ia:"-»); 
ipiebt man den Constaulen a alle möglichen Werthe, so hat man 
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alle möglichen f{x) vom böchstens (2ii— 1)*^" Grade, die sich für 
x = a, , tt^y etc. in fette Grössen f(a^)y f(a^) etc. verwandeln. 
Es wird also 

Df(x) =y tfß [x) (a^ + a^x+ etc. + a«_i a?—* J dx , 

und Boll dieser Aasdrack Air alle möglichen f, also für alle a^y a^y etc. 
verschwinden, so moss ^(x) so bcschafFen sein, dass 

x^tp{x)dx=:^ 
-1 

von m = 0, bis m = «— 1; und umgekehrt. Ein solches ^(o;) war 

bereits im §. 63, p. 163 — 16G gefunden^ nämlich 

ip{x)=p,:{x); 

P^{x) = bat auch n verschiedene reelle Wurzeln a zwischen — 1 
und 4-1; so dass man folgendes Resultat erhält: 

Sind a^y a^, etc. a^, die Wurzeln der Gleichung P*(a?)=0, 
und setzt man 

if;(x)^ro{x), 



f 



so wird 



Df{x) = /*V(«)'te-"^"^«A««) 



—1 

verschwinden, so oft f(x) den 2n}^^ Grad nicht erreicht 

Hiermit ist die Aufgabe dieses Paragraphen gelöst; man kann 
noch hinzufügen, dass die Ä hier dieselbe Eigenschaft wie bei der 
Methode von Cotesius haben, dass nämlich A^=Äny A^=Äit^7f etc. 
wenn die Wurzeln a der Grösse nach von — 1 bis -f 1 geordnet 
sind. Der Beweis hierfür stimmt mit dem früheren im §. 1 überein; 
es ist nämlich a^=: — a«, a, == — a»^i, etc., so dass bei geradem 
n die Wurzeln paarweise gleich und entgegengesetzt sind, während 
bei ungeradem n eine Wurzel allein steht. Es wird also 

— 1 n \lf(x)dx 

aber ^(a?) = (— ir^f"^«)? folgüch A^ = Ai+i-«». 



§. 4, 5. Q u a d r » t u r. 287 

§• 4. Wir gehen jetzt zur zweiten Aufgabe, der Be« 
rechnung des Fehlers über, den man begeht, wenn man bei 
dieser Wahl von tff(x), während f{x) nicht mehr vom höch- 
stens (2fi — ly^^ Grade, sondern eine durch die Reihe 

f(x) = 6^ + 6, a? + 6, «•+ etc. 
gegebene Function ist, 

f(x)dx 

—1 

gleich setzt 

m=l 

Die a und A bezeichnen hier dasselbe, was sie im §. 3 vorstellen. 
Indem man hierzu (4) benutzt, hat man Dx^ zu untersuchen, wenn 
p > 2n— 1; ist p < 2» so wird Do^ = 0. 

Macht man in (3) f{x) =^ x^^ so ist genau 

1 2 

f{x)dx = 



/ 



/ 



P+1' 



—1 

wenn p dne gerade Zahl> gldch wenn p eine ungerade Zahl 
bezeichnet Der Fehler entsteht, indem statt dieser Werthe 



»=» 



gesetzt wtrdf für ein ungerades p ist aber diese Grösse Null, weil 
die Glieder bis auf ein fUr ungerade n vorhandenes mittleres, wel- 
ches aber mit Q^ oder multipUcirt ist und deshalb fortfaUl, gleich 
und entgegengesetzt sind. Man hat also 

(5) . . . D(a?P'^^) = 0, 
(5,a)... />a-. = ^- -T^.al^ 

(6, b) ... Df{x) = 62. Dx^ + htn+zlhp^+'^ + hln+^ Da?*+^ + etc. 

Den Ausdruck für die Fehler Dx'^p kann man in einer eleganten 
Formel vereinigen, indem man (5, a) mit «~^/'-"* multiplicirt, wenn 
z eine hinlänglich grosse aber senst wiHkürKche Grösse bedeutet, 
und von bis 00 nach p summirt. Dadurch entsteht 

B=0 » 1 
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W0II1I 

gesetzt wird; die rechte Seite log r — ®(«) ist dann, wie man 

sich auszudrücken pflegt, die erzeugende Function der Fehler, in 
so fem der Factor von ff^f^^ bei ihrer Entwickelung nach ab* 
steigenden » genau Dx^f* giebt. Diese Function gestattet noch 
weitere Umformungen, die sie unmittelbar mit den Q in Verbindung 
bringen. Betrachtet man dazu Ä wie es p. 286 gegeben ist n&her, 
so l&sst sich das darin vorkommende Integral 



f 



_i af— « 



mit 17 (a) vertauschen, wenn man 

^ SC ^^Ä 

—1 
setzt; denn fUr « = a verschwindet io(«)* 1^^ ist aber 9 (s) eine 
ganze Function (n— ly«"*^ Orades von z, l&sst sich also durch die 
Lag ränge 'sehe Formel (1, a) folgendermassen darstellen: 



1=11 



Hier bezeichnet P^ia^) den DlflTerentialquotienten von i^(s) nach s 
für s = a» . Berücksichtigt man das oben über ti (a) Gesagte, und 
dasB P'(««) = yy{»m) ist, so findet man 



Da aber die n Grössen — a» mit den ebenso vielen a» überein- 
stimmen, so wird auch 



also ^(«) die halbe Summe beider rechten Seiten, d. h. 



••=1 * — «• 

Auf diese Art ist ein neuer Ausdruck fllr ÜD(«) entstanden, nämlich 
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aber i/(s) Ifisat sieb in 

—1 
also nach (24) auf p.8ß; X)(is) in 

^W iog^_j i.3...(2n-l)j);;(,, 

Terwandeln. Hierdurch hat man eine neue Gestalt für die 
erzeugende Function der Fehler^ nämlich 

(ß\ 1.2. ..n 07^) ^ Q"(g) 

^^ '" 1.3...(2n~l)i^(^) p-(^)' 

die man ttbrigens noch vermittelst der Gleichung (a) des §• 64 in 

»4-1 
eine andere verwandeln kann, welche statt 0" den loe: und 

Z«; den dort vorkommenden Zähler eines Eettenbruchs enthält: mit 
diesen Ausdrücken, welche uns dem Ziele nicht näher führen ^ be- 
schäftigen wir uns hier jedoch nicht weiter. 
Es kommt darauf an, (6) oder wenn man 

n\ - ^ ^ 1.2. ..n V 

setzt, 

,, , ^ + 2(2n+B) ' ^ + ^^^' 
(ß'«>--- ^ n(n-l) . , 

in eine nach » absteigende Reihe zu entwickeln; der Anfang der« 
selben ist 

Die Coefficienten der verschiedenen Potenzen »-'/^^ dieser erzeu- 
genden Function geben unmittelbar die Fehler Dx^f*, so dass 

^ 2\ 2n + 3 ^2n—l/' 

wird, während, wie man auch schon früher wusste, die Fehler 
von niedrigeren Potenzen der Grösse x fortfallen. Hieraus erkennt 
man, dass der Goef&cient 621, in f(x) bei einigermassen grossem n 
euien sehr geringen Beitrag zu dem Fehler Df{x) liefert ^ näm- 

Heia«, Handbuch d. KugelAiDcüoneo. J9 
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lich cfr}»; der von Ih^^i ist scbon relativ gröiser, indeHi er cfru^.) 
multiplicirt mit einer Grösse ist, die 1 übertrifft nämlich mit 

i( — n — r^ f"5 Tj' absolut genommen kann der Beitrag von 

^ Jn-f-ö Jit — 1/ 

6^H+2 klein sein, wenn b^n-^i selbst klein ist. Die ersten Glieder 

der Entwickelnng von (6, a) wird man zur Correction benutzen 

kpunen; wepn f(x) in einer Reihe entwickelt vorliegen sollte; Gauss 

braucht dazu das erste Glied c&j». 

Hiermit ist^ bis auf die numerischeu Werthe der hier vorkom- 
menden Grössen; Alles mitgetheilt, was zu der wirklichen Berech- 

Wng eines Integrales / f{x)dx erforderlich ist; man sieht ferner 

-i 
leicht ein^ dass ein unendlich entfernter Coefflcient bip etwa den 

BeHrag /* zum Fehler liefern wird: da nämlich alle a^ kleiner 

als 1 sind; so wird, wenn A und a das grösste Am und a« be- 
zeichnen; nach {b,a) der Fehler Dx^p sich höchstens um 

nAa'^f* 

2 

von r — 7-r unterscheiden. 
2p 4-1 

Um die A noch etwas genauer zu untersuchen; transformire 
man (6) nach den Regeln des §. 31 in 

logT-h — 2 2^ 



»-1 «ri (l-ai)(P'(aJ)* %-^aJ 
wenn wie dort 

gesetzt wird. Da a^ = -^-0«^^.^, so geht der vorige Ausdruck in 



log— ^— 2ai: 



über; so dass bei der Sntwickeluvg aach absteigenden z als Coef- 
ficient von s^^P"^ oder als Dx^p erscheint 

Pikier Ansdrock, wS^ (5^ a) ver^^ohen, giebt eise neu« Fori» ftv 
Am,, n&jaiuik. 
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"•=" 1 /IN* 

woraus man sieht; dassil» positiv ist. Es lautete (b,a) selbst 

2p +1 »=i 

2 
hier bezeichne man zur Abkürzung die von ^ subtrahirte Summa 

durch Sp. Da jedes Glied in Sp positiv und a kleiner als 1 ist, 

so muss mit wachsendem p die Summe abnehmen , aber so dass 

sie positiv bleibt und 

Sp+i <Ca Sp 

ist Für p = hat man Dl =0, also A^+A^+''>+Am==2, und 

daher ist jedes A kleiner als 2, ja sogar für ein gerades n kleiner 

als 1; indem je zwei von ihnen gleich sind. Auch noch ftlr p=n— 1 

muss Da?P verschwinden; wodurch man erhält 

Nimmt man obigC; er enthaltende Ungleichheit zu Hülfe, so ergiebt 
sich endlich 

2 
also der Fehler Dx^" ♦■'/'--' unterscheidet sich von höch- 

stens um r r* Genauer die Grenzen anzuheben war bisher 

2n— 1 ° 

nicht möglich; wir ziehen das hier über die Fehler Gesagte fol- 

gendermassen zusammen: 

Berechnet man ein Integral nach der Gaussischen Methode 
aus n AbscisseU; so wird der Fehler aus den Coefficienten b der 
ReihC; in welche sich f(x) entwickeln lässt; durch die rechte Seite 
von (5, b) zusammengesetzt. Die Coefficienten bis 621»— i geben kei- 
nen Beitrag zum Fehler; wohl aber die folgenden; mit geradem 
IndeX; indem jedes Glied bp einen aliquoten Theil von bp zum Fehler 
beiträgt; und zwar ist der Beitrag immer bp mit einem echten 

2 
Bruche multiplicirt; der sicher nicht >- wird; war p sehr 

2 
gross^ so ist £eser Bruch nahe z > Für jp = 2» wird derselb« 

19» 
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sehr klein ^ nämlich c, ftlr.p = 2ii4-3 schon beträchtlich grösser, 
z. B. fllr n = 7 schon das Drei- bis Vierfache. Dieser Umstand, 
dass die späteren Glieder^ in ungünstigen Fällen, d. h. wenn die b 
langsam abnehmen; einen erheblichen Fehler einzeln und daher in 
der ganzen Summe geben können, zeigt dass die Methode vorzugs- 
weise mit Vortheil und Sicherheit anzuwenden ist, wenn die zu in- 
tegrirende Function in eine stark conTcrgircnde Beihe entwickelt 
werden kann; man wird aus n Abscissen zweckmässig interpoliren, 
wenn die 2n ersten und noch einige der folgenden Glieder die 
Function sehr nahe darstellen. Die Cotesius'sche Methode würde 
aber dasselbe schon für n Glieder verlangen, was die Ganssische 
für 2«. 

Diese Methode zur näherungsweisen Berechnung bestimmter 
Integrale ist hier zum Theil nach der eigenen Arbeit von Gauss, 
zum Theil nach der Abhandlung von Jacobi im ersten Bande des 
Crelle'schen Journals dargestellt. Im 55***" Bande hat Christoffel 
diese Methode gleichfalls bearbeitet^ um sie auf den Fall anzuwen- 
den, dass von den n Abscissen aus denen interpolirt wird, m fest 
gegeben sind, und nur n—m möglichst zweckmässig bestimmt wer- 
den sollen. Endlich hat Scheibner in den Berichten der Sachs. 
Gesellschaft vom 31. Mai 1856 die Resultate des §. 3 auf andere Art 
abgeleitet, indem er die a durch directe Auflösung der Gleichung (5,a) 
für alle Werthe p = bis p = «— 1, für welche die linken Seiten 
verschwinden, bestimmte. 

§. 5. Für alle Werthe von « = 1 bis n = 7 hat Gauss die 
0M und Am in Tafeln gebracht; bei unmittelbarer Benutzung der- 
selben wird jedoch vorausgesetzt, dass nicht wie hier / f(x)dx, 

sondern dass / q>{i)dt durch Annäherung berechnet werden soll. 

u 
Indem Gauss zuerst die Aufgabe stellt 

(a) ... f F{z)dz 

KU bestimmep, und 

(6) ... J = h — g 

aetzt, wird (a) in j/ F(g+J.f)di verwandelt. Macht man also 



u 
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(c) ... F{g+J.t) = (p(i), 
80 ist das gesuchte Integral 

(d) ... r F(z)dz = J.f^rp{t)dt. 



9 

Wir fanden nun als angenähert richtig 



f'f{x)dx = '2''An.f{a„^, 



—1 

wenn die Am gewisse Werthe bezeichnen^ und als erstes Glied der 
Correction 

2b2n 



\l,3...(2n— 1)/' 



2n+l \l,3...(2n— 1) 
wenn f{x) = \+b^x-{•\x^+cic. gesetzt war. Macht man hier 

L so geht / f(x)dx nach obiger Formel {d) in 
—1 

2ff{2x—l)dx = 2Pq>(t)dl 

u 

über, und es wird^ wenn A und a dieselben Grössen wie oben 
bleiben, 

u 
Nimnat man an, dass (p{t) in eine Reihe der Form 

(e) ... q(,(^) = L^+L,(^-i)+L,(<-ir+etc. 
entwickelt sei, so ist dies eine Entwickelung von f{x) in 

so dass unser bu auf die L übertragen bqn = 2^^'*L2n giebt. Macht 
man noch 

Am 

(ö') • • • — 2~" = ^-^ 
WO also 2 Rm genau 1 ist, so findet man als Näherungswerth von 
dem fp enthaltenden Integrale die Formel von Gauss 

{h) ... f\ (0 dt =^2Rm rp (««); 
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und für das erste Glied der Correction 

Die Grössen a berechnen sich, wie man aus {g) erkennt, leicht aus 
den a; man kann sie aber direct durch Auflosung einer Gleichung 
vom «**" Grade finden. In der That, hat i/;(ä) = die a zu Wur- 
zeln, so sind die a die Wurzeln t von ?//(2( — 1) = 0. Es waren 
aber die a Wurzeln von der gleich Null gesetzten Function 

i 
also sind die a Wurzeln von ' 

^(r(l-<)") = 0. 

Sie sind; wie die er, nach {g) reell; ungleich und sind <!1. Führt man 
die Potenzirung aus und differentiirt nmal nach t, lässt darauf einen 
Constanten Factor fort; so werden die a alle Wurzeln der Glei- 
chung T = 0; wenn 

gemacht ist. Man hat jetzt die Formelu; mit deren nülfe (a) aus 
den G au ssi sehen Tafeln berechnet wird. Nachdem man (a) durch 

(6) bis (d) auf / q>(t)dt gebracht hat; berechnet man dieses durch 

u 

(&); indem man die R und a aus den Tafeln nimmt. Will man 
die Correction anbringen; so ist noch Lo« aus {e) erforderlich: kennt 
man dieses, so giebt das Glied der nachfolgenden Tafel; welchem 
Corr. vorgesetzt ist; die Correction. Diese Tafel ist der Arbeit von 
Gauss entnommen; aus der einige Stücke ausfallen konnten; welche 
hier keine Wichtigkeit haben. Während Gauss sämmtliche Zahlen 
auf 16; die Logarithmen auf 10 Decimale berechnet hat; so wurden 
hier die Angaben; mit Ausnahme des Falles n == 7 abgekürzt. Eine 
Prüfung hat man dariu; dass die Summe aller Air ein und dasselbe 
n geltenden R gleich 1 ist, ebenso 1 = a^ + a« = a, +a„«i = etc. 
Zu gleicher Z^it liefert diese Tafel für die ersten n die im §.9 
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Quadratur. 
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versprochene numerische Angabe der Wurzeln von P^{x) = 0, welche 
sich aus den a sogleich ergeben, wenn 1 von dem Producte 2a 
abgezogen wird. 



n = l 



a^ = 0,5 
Corr. ^L^ 



11 = 3 



fl, = 0,11270 16654 
a, = 0,88729 83346 
a, = 0,5 
Äj = Ä, = ~; Ä, = 4 



Corr. 






n = 5 



a^ = 0,04691 00770 
«5 = 0,95308 99230 
a, = 0,23076 53449 
a^ =r 0,76923 46551 
a, = 0,6 

Äj =:Äj =10,11846 34425 

Ä^ = B^ = 0,23931 43352 

Ä, = sf^ = 0,28444 44444 

logÄ, = 9,07358 43490 

log A4 = 9,37896 87142 

logÄ, = 9,45399 74559 

Corr. 



69»i44-*'10 



a. 






« = 2 

= 0,21132 48654 
= 0,78867 51346 
= Ä,=1 
Coi^r. ^L, 



f» = 4 



öj = 0,06943 18442 
a^ = 0,93056 81558 
*a, = 0,33000 94782 
fl, = 0,66999 05218 
Äj = Ä^ = 0,17392 74226 
Ä, = Äj = 0,32607 25774 
logßj = 9,24036 80612 
logB, = 9,51331 42764 

-Corr. TTTTTi^s 



n = 6 



a, = 0,03376 52429 
a, = 0,96623 47571 
a, = 0,16939 53068 
a^ =: 0,83060 46982 
»3 = 0,38069 04070 
a^ = 0,61930 95980 
Ä, = Äj = 0,08566 32462 
Äj = Äj = 0,18038 07866 
Äj = Ä^ = 0,23395 69673 
logJJ, = 8,93278 94580 
logil^ = 9^25619 02763 
logüs = 9,36913 59631 
Com TTTüWri^u 
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a, = 0,02544 60438 286202 

a^ = 0,97455 39561 713798 

a, = 0,12923 44072 003028 

a^ = 0,87076 55927 996972 

«3=0,29707 74243 113015 

öj == 0,70292 25756 886985 

a^ = 0,5 

Äj = B, = 0,06474 24830 844348 

R^=R^= 0,13985 26957 446384 

R^z=R^= 0,19091 50252 525595 

^4 = IlTs = 0,20897 95918 367347 

logÄ, = 8,81118 93529 

logÄ, = 9,14567 08421 

log «3 == 9,28084 01093 

logÄ^ = 9,32010 38766 



n. Anziehung und Wärme. 



rstes Hapltel. 

Die Kugel. 

§. 1. Den Charakter der Aufgaben, welche in den drei Ka- 
piteln behandelt werden, die Anwendungen der vorgetragenen 
Lehren auf die Theorie der Anziehung und Wärme gewidmet sind 
wird ein kundiger Leser schon aus dem Inhaltsverzeichnisse er- 
kennen; mit der Auseinandersetzung derselben in diesem Kapitel 
wird zugleich ihre Lösung für die Kugel verbunden, die nicht so 
complicirte analytische Rechnungen erfordert, dass durch dieselben 
das Verständniss erschwert werden könnte. 

Wirken Funkte mit Massen fi^, fi,, etc. anziehend auf einen 
Funkt 0, dessen Masse der Einheit gleich sein mag, bezeichnet man 
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ferner die Entfernungen der Punkte fi^ jü^, etc. von mit R^, R^y etc., 
80 läsBt sich die gesammte Anziehung welche erleidet 
wenn das Ansichungsgesetz das Newton'sche ist, wie schon in 
der Einleitung bemerkt wurde, der Grösse und Richtung nach 
durch eine einzige Verbindung, auf die Laplace aufmerk- 
sam gemacht hat (vcrgl. d. Einl.) und welche Gauss*) und 
Green**) das Potential nennen darstellen. Diese ist 

Sind X, y, s die rechtwinkligen Coordinatcn von 0; x,, y^, S6^ von 
fi^] etc. so wird 

d^ " R\ ^ ÄJ '^®^''' 
also genau die X Componente der Anziehung, welche von den 
Massen fi erleidet, wenn man eine X Componente wie üblich positiv 
nennty welche das x des angegriiFenen Punktes zu vergröasern strebt. 
Auf ähnliche Art findet man für alle drei Componenten ihre Werthe 
durch V 

SV^X^ ^^Y' ^-Z 

80 dass in der That die Bestimmung der Anziehung erledigt ist, 
sobald man die Grösse V kennt. 

Bilden die anziehenden Punkte eine zusammenhängende Masse 
M, und bezeichnet df/t das Element dieser Masse, so verwandelt 
sich V in das dreifache Integral 

(1)... ^==/^-^ [Ä = y{x-xj + {y-y-y+(z-^^y], 

die Integration über alle Punkte x^, y^, »^ erstreckt, welche der 
Masse fi angehören. 

*) ReBuItate aus den Beobachtnngen des magnetiBchen Vereins im Jahre 
1839. Leipzig, 1840: Allgemeine Lehisätze in Beziehung auf die im verkehrten 
VerhältniMe des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Ahstossungs- 
Krftfte, no. 8. 

**) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of 
Eleotridty and Magnetism. Diese Arbeit Ton Green, nach Thomson^s Angabe 
1828 schon veröffentlicht, ist von Thomson im Bande 39, 44 und 47 des 
Crelle^schen Jonmals mitgetheilt. Im 44'<^" Bande S. 368, no. 4 heisst die 
Function the potential function. 
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Das Potential ist eine endliche Grösse; dies ist so- 
gleich klar; wenn nicht in der Masse M liegt ^ gilt aber auch 
noch wenn der Masse M angehört. Um das Letztere zu be- 
weisen, bezeichne man die überall endlich angenommene Dicbtig^ 
keit des Punktes dfjt mit k, wo k also nicht constant zu sein braochti 
sondern von Punkt zu Funkt wechseln kann, d. h. irgend eine, aber 
endlich gedachte Function von a?| , y^ , «| vorstellt. Dann ist 
dii=^hdx^dy^d:i^y also 

('.«)••■ y-fff^^- 

die dreifache Integration wiederum über alle M angehörenden Punkte 
^i; Vx} ^1 ausgedehnt. Führt man fllr x^^ y^y %^ neue Coordinaten 
ein, indem man 

x^ =ar+Äcosa 

y^ = y +Äsinaco8/J 

», = Ä+Äsinasin/J 
setzt, wo X, y, z, R die frühere Bedeutung haben, mithin die drei 
ersten die drei Coordinaten von sind, die letzte aber die Ent- 
fernung des Punktes x^, y^, z^ von bezeichnet, und a, ß zwei 
Winkel vorstellen, < a <; «, < /? < 2;i: so wird 

dx^ dy^ di^^ = A' sin a da dßdR , 
also 

V==:/yYkRB\nadadßdR, 

folglich eine endliche Grösse, indem jetzt kein Element itn In- 
tegral erscheint, dessen Nenner verschwindet, was in der ursprüng- 
lichen Form, für Ä = 0, eintrat. 

Liegt ausserhalb der anziehenden Masse Jlf, so zeigt das- 
selbe Vcrfalircn, welches sich auf disparate Massen ft bezog, dass 
die Componenten der Anziehung noch durch dieselben Formeln 

„_öK y_dr __öK 

^-^d^' dy' ^~Ö» 

ausgedrückt werden, dass also wieder die Kenntniss von V 
genügt, um die Anziehung in O auszudrücken. Diese 
Differentialquoticnteu sind endlieh. Es bleiben übrigens die drei 
Integrale, welche ihnen gleich sind, nämlich 
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ffj ^'r^^ dx,dy,d^,', etc. 

noch endlich wenn auch zu M gehört; weil die Integrale sich 
durch Einführung der Folarcoordinaten wie oben in die offenbar 
endlichen Integrale 

/ / /ksinaco^adadßdR; etc. 

verwandeln. 

Eine der hauptsächlichsten Aufgaben welche in diesen An* 
Wendungen auftritt, ist die sogenannte Bestimmung dieser Fun- 
damen talgrösse, des Potentials; in Bezug auf besonders einfache 
Körper; Kugeln oder Ellipsoido; deren Dichtigkeit gegeben ist: 
man will mit diesem Ausdrucke andeuten; dass für diese besonde- 
ren Körper eine Vereinfachung der Formel, durch welche V als 
dreifaches Integral ausgedrückt wird, gefunden werden soll. 

Das Potential eines Punctes soll im Folgenden nicht immer 
für eine Masse M bestimmt werden (das Wort im eben erwähnten 
Sinne genommen) welche von einer zusammenhängenden und ge- 
schlossenen Fläche begrenzt wird wie z. B. für eine volle Kugel 
oder ein volles EUipsoid; sondern auch für sogenannte Schalen, 
d. h. für Massen M welche von aussen durch eine geschlossene 
Fläche K, von innen durch eine andere gleichfalls geschlossene E 
begrenzt sind. I^immt man das Wort ^bestimmen^ in seiner eigent- 
liehen Bedeutung; so hat die Bestimmung allerdings keine Schwie- 
rigkeit, indem man das dreifache Integral welches das Potential V 
darstellt; nur über alle Punkte ausdehnt; welche der Schale ange- 
hören. Man hat auch noch einen zweiten Weg; indem man das 
Potential eines vollen Körpers K bestimmt dem man eine Dichtig- 
keit giebt, welche zwischen den Flächen E und K mit der gegebe- 
nen übereinstimmt; die aber innerhalb des Raumes E verschwindet. 
Das letzte Verfahren würde jedoch die analytische Schwierigkeit 
nur auf einen andern Punkt übertragen: denkt man sich nämlich 
die Dichtigkeit zwischen E und K als Function der Coordinaten ge- 
geben, so hätte man eine discontiuuirliche Function zu bilden welche 
für die Punkte der Schale mit der gegebenen Dichtigkeit übercin- 
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koramt; im übrigen Baume ^ wenigstens innerhalb £ verschwindet. 
Zu einer einfachen analytischen Bestimmung des Potentials wird 
eine solche Methode in der Regel nicht fl\hren. Indem hier die 
allgemeinen Gesichtspunkte hervorgehoben werden sollen ^ wollen 
wir uns die Dichtigkeit der Schale als Function der Coordinaten 
so gegeben denken^ dass diese Function zwar nur Air Punkte der 
Schale die Dichtigkeit derselben vorstellt; aber fUr andere Punkte, 
spccicll für alle Punkte innerhalb E noch eine analytische Bedeu- 
tung behält. 

Der Punkt kann drei verschiedene Lagen annehmen; er 
kann sich in dem hohlen Eaume befinden, den E einschliesst, und 
dann helsse er ein innerer*), und Grössen, welche sich auf ihn 
beziehen werden durch den Index « bezeichnet, z. B. sein Potential 
durch F«. Er kann der Masse JKf selbst angehören, dann heisse er 
ein mittlerer, und der Index /u drücke dies Verhalten aus; endlich 
kann er ein äusserer sein, was der Index a bezeichne. Um alle 
Aufgaben zu behandeln, welche sich bei einer Schale herausstellen 
die wie unsere von Flächen K und E begrenzt wird, gebe man 
von der Vorstellung aus, dass der Körper K voll und wie oben 
angedeutet ist mit Masse erfüllt sei, d. h. die Dichtigkeit in der 
Schale selbst sei durch die gegebene Fimction dargestellt, die Dich- 
tigkeit in £ durch die Fortsetzung dieser Function. Aus K schneide 
man nun £ heraus, und hat dadurch den Ausdruck ftir das Po- 
tential von in Bezug auf die Schale in die Differenz des Potentials 
von in Bezug auf den Körper K und des Potentials von in 
Bezug auf den Körper £ zerlegt. (Die Buchstaben K und E sind 
gewählt worden, damit man sogleich ein Beispiel bei der Hand habe; 
für K setze man eine Kugelfläche, für £ eine ellipsoidische.) Die 
allgemeine Aufgabe, welche sich auf die Schale, also auf zwei 
Gattungen von Flächen £ und K bezieht, ist dadurch in folgende 
zwei zerlegt, von denen jede sich nur auf je eine Flächenart 
bezieht: 

*) Diese Benennung ist für unsere Zwecke bequem, stimmt aber nioht mit 
der hHiifig angewandten überein, nach der ein Punkt in Bezug auf eine Masse ein 
innerer oder äusserer hcisst, je nachdem er der Masse angehört oder ihr nicht 
angehört. 
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1) Das Potential Ton in Beziehung auf den vollen Körper K, 

2) Das Potential von in Beziehung auf den vollen Körper E 
soll gefunden werden. 

Die Aufgabe der Schale ist also auf die des vollen 
Körpers zurückgeführt. War der Punkt ein äusserer, so 
ist nichts weiteres hinzuzufügen; war dagegen ein mittlerer, das 
Wort in dem früheren Sinne genommen, nach welchem es einen 
inmitten der Masse gelegenen Punkt bezeichnet — ein innerer kann 
bei einem vollen Körper K nicht vorkommen — so zerlege man 
die Aufgabe weiter, indem man K durch eine beliebige Fläche F 
theilt, die weiter unten besonders bequem gewählt werden wird, 
welche durch geht und ganz in K liegt. Das dreifache Integral 
von in Bezug auf den Körper K^ welches das gesuchte Potential 
darstellt, ist dann die Summe des Integrals über den zwischen K 
und F liegenden Theil der Masse und desjenigen über den von F 
eingeschlossenen Körper, also die Summe des Potentials F» eines 
inneren, nämlich gerade an der Grenzfläche F liegenden Punktes 
in Bezug auf die von K und F begrenzte Schale und von dem Po- 
tential Va des äusseren, nämlich gerade an der Grenzfläche F lie- 
genden Punktes in Bezug auf den vollen Körper F. Wählt man 
nun F so, dass sich Va einfach bestimmen lässt und dass F^ gleich- 
falls einen bequemen analytischen Ausdruck giebt, so ist das ge- 
suchte Potential bestimmt. 

Behandelt man die Kugel JST, so wird eine concentrische Kugel- 
fläche F, wie man später einsieht, die gewünschte Eigenschaft be- 
sitzen; war K ein EUipsoid, so nimmt man eine Fläche F, welche 
dem gegebenen Ellipsoide confocal ist. Um alle Potentialauf- 
gaben lösen zu können, welche sich herausstellen wenn 
beliebig liegt, wenn man ferner Stücke M betrachtet 
die durch zwei Flächen begrenzt werden, welche be- 
liebig gelegene gegebene Kugeln Jif nnd/ff undEllipsoide 
E und E^ sind, also 1) durch Ä, üf, ; 2) durch /f, E; 3) durch 
E, £| ; hat man daher nur die vier Aufgaben zu lösen: 

1) Es soll ein Potential F« in Bezug auf ein Stück M mit be- 
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liebig gegebener Masse berechnet werden; welches durch zwei coo- 
centrische Kugeln mit beliebigen Radien gebildet wird. 

2) Für dasselbe Stück soll F« gefunden werden. 

3) Wenn das Stück aus confocalen Ellipsoiden gebildet ist, 
soll man ¥„ finden. 

4) In demselben Falle soll man V^ bestimmen. 

Die Lösungen dieser Aufgaben finden sich im Folgenden. Die 
Fälle, in denen die inneren Körper sich auf einen Punkt oder eine 
Ebene reduciren, d. h. die Schalen volle Kugeln oder Ellipsoide 
werden ; sind hier eingeschlossen. 

Ein Bedenken könnte bei dem entstehen was über den mittle- 
ren Punkt gesagt wurde, ob nämlich die Formeln, welche (\lr das 
Potential des äusseren oder inneren Punktes gelten, noch auf den 
Fall anwendbar sind wenn der Punkt auf die Grenzfläche rückt. 
Diese Frage ist unbedingt zu bejahen wenn es sich nm endliche 
Dichtigkeit handelt; denn es ist V eine continuirlicho Function der 
Coordinaten x, y, % von 0, ändert sich also unendlich wenig wenn 
von dem äusseren oder inneren Baume an die Grenzfläche rückt 

§. 2« Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir zu 
der Kugel über und stellen uns die Aufgabe: 

Die Dichtigkeit k einer Kugelschale ; welche durch zwei con- 
centrische Kugelflächen mit den Badien r und r^ begrenzt wird 
(r^ <; r) ist gegeben ; welche Anziehung erleidet ein beliebiger Punkt 
durch die Schale? 

Nach dem Vorhergehenden ist die Frage beantwortet, sobald 
man das Potential des Punktes kennt; wir haben einen Aus- 
druck für dasselbe wie Air jedes Potential in unserem dreifachen 
Integrale: es kommt nur darauf an, dasselbe der besonderen Form 
unserer Masse gemäss möglichst einfach darzustellen. Nach §. 1 
sind hierbei zwei Fälle zu unterscheiden; kann nämlich der Masse 
angehören oder ihr nicht angehören. Man sah dass das Resultat 
im ersten Falle sich aus dem im zweiten leicht bilden lässt^ so dass 
wir das Verhalten bei der zweiten Lage von zunächst zum Ge- 
genstande unserer Untersuchung machen. Hier sind wieder zwei 
verschiedene Fälle zu betrachten, indem O ein äusserer Punkt oder 
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ein innerer sein kann^ d. h. es kann nm melir als r oder um 
weniger als r^ vom Mittelpunkte der Kugeln entfernt liegen. Wir 
beginnen mit der Behandehuig des ersten Falles ^ suclien also das 
Potential des äusseren Punktes V^ für die Kugelsckale, die 
übrigens sich in eine volle Kugel verwandeln wurde, wenn r^ ver- 
schwindet. 

Um das dreifache Integral 

über alle Punkte a^i , y, , a, der Kugclschale; zu vereinfachen führe 
man Polarcoordinaten ein; es waren die rechtwinkligen Coordina- 
ten von mit x, y, % bezeichnet, die eines unbestimmten Punktes 
der Kugel durch x^y y^, z^. Sind dann r und r, die rcsp. Ent- 
fernungen der beiden Punkte vom Mittelpirnkte, also 

to < r, < r < r, 
ao setze man 

a: = r cos 6 a?^ = r^ cos ö, 

y = r sin ö cos \p y^=zr^ sin ö, cos i//, 

a = r sin^sini^ \ = r^ sind, sinV', 

0<ö<if; 0<t^<2^,- 0<ö,<iT; 0<y, <2?r, 

bebalte auch die Abkürzungen des §. 60 bei: 

cos/ = costf cosdj -|- sind sin d^ cosf). 
Dann wird 

= r' — 2rr, cos/-|-r* 
dx^ dy^ da, = r J sin 6^ dd^ difß^ 
ako die gesuchte Grösse V 

•ü r, lV-2rr,cos;^+rJ 

Dies Resultat tritt noch in Gestalt cines^ dreifachen Integrales auf; 
der Ausdruck von V lässt sich aber mit Hülfe der Lehre 
von den Eugelfunctionen, wie maa sogleich sehen wird; 
wesentlich vereinfachen. 
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Die entsprechende Aufgabe wird sich bei den complicirterM 
Eörpern, die Gegenstand der folgenden Kapitel sind^ bis zu einem 
Ausdrucke für V welcher dem obigen entspricht auf ganz ähnliche 
Art wie hier behandeln lassen^ auch das Prinzip der Vereinfachung 
bleibt dort dasselbe wie hier: Man entwickelt nämlich k und BT 
nach Eugelfunctionen; wie es hier in Bezug auf d^ und iff^ mit 
F(r,,ö,,'^j) und mit Ä""* = (r* — 2rrjC0sy + rJj'"* geschieht. 

' Die Entwickelung erstens von F lässt sich, so lange 
diese Function allgemein bleibt, natürlich nicht so ausführen dass 
die Constanten, welche darin auftreten, frei von Integrationen blei- 
ben ; dieselbe ist, wie man aus dem 5'^" Kapitel des zweiten Thei- 
les weiss, immer möglich. Um sie zu erhalten benutzt man die 
Formeln des §. 98, setzt also (p. 265) 

(2)... F(r,,Ö,,v^J = X°+X*+X'+etc., 
wenn hier, wie an der erwähnten Stelle, X" dieselbe Function von 
öj , ip^ bezeichnet, welche JC" von 6 und yß ist, und X" zur Gattung 
der P" in Bezug auf 6, t/f, oder was dasselbe sagt X" in Bezug 
auf ^^ y t//, gehört. Die Formel (p. 265, d) giebt nach Vertauschung 
von d und i/f mit ö^, V'i 

(3)... X" = -^/ ddÄndJ F(r,, Ö,V;)F* (cos y) dtp. 

[Deutlicher ausgedrückt: Man nenne die Integrationsbuchstaben 
in {d) nicht 0^, i^^ sondern d,, \p^\ vertausche dann überall d,\lf 
mit 0,, 1^1 und setze schliesslich fiir die Integrationsbuchstaben 
d^ , tff^ andere nämlich d, t^.] Der Ausdruck (3) lässt sich noch weiter 
reduciren, indem man für P* die endliche Reihe setzt, durch welche 
diese Function nach (49, a) dargestellt wird, und die Kugelfunctio- 
neu von zwei Veränderlichen Pi{co8Ö)co8iiiip, PM(co8d,)co8m^,,etc. 
mit Fortlassung des Index n (§. 71 und 77) durch C«, Cl, S«, SL 
bezeichnet; a ist die numerische Constante der Gleichung (49). 
Dann wird 

P-(co8y)= T(-l)*a.(CC:+S„S:), 

also nach (3) 

(4) . . . X- = ^J^s{-ira^ia„CL+ßn.sL), 
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wenn man zur Abkürzung 

(4, a) ... aZ =y ''dÖ8inö/^'"f (r„ d, Vj)CZdy^, 



dOixneJ F(r„0,rp)SZdxp 



setzt. Die Grössen of« und ßm ßnid daher nach 6, xp, Ö,, yJ^ con- 
stant^ aber Functionen von r,, diese lange F allgemein bleibt^ nicht 
weiter reducirt werden können. Um diese Methode den späteren 
möglichst bestimmt gegenüber zu stellen, denke man sich, dass der 
Ausdruck für P"(cos/) durch das Verfahren von Jacobi (§.70), 
also ohne Hülfe der partiellen Differentialgleichung gefunden sei. 

Wir haben zweitens Ä~ nach Kugelfunctionen zu entwickeln; 
in unserem Falle ist schon aus §. 3 der Theorie der erforderliche 
Ausdruck bekannt, während bei den Ellipsoiden die Schwierigkeit 
der Aufgabe darin besteht, dass eine geeignete Entwickelung erst 
aufgefunden werden muss. Man weiss, dass hier, wo r^ <i r, 

die Entwickelung nach Kugelfunctionen in Bezug auf ö,, tp, giebt* 
Setzt man (4) und (5) in den Integralausdruck für V ein, 
multiplicirt sie also mit einander und mit sinö^dö, d^j, integrirt 
darauf in den Grenzen, so werden alle Producte F'X^ fortfallen, 
in denen nicht p = n. Für p = n ermittelt man das Integral, in- 
dem man wieder für P"(cosy) die Reihe und (§. 72) 



II 

setzt. Dadurch wird das Potential des äusseren Punktes 

(G) . . . Fa = 2fa + Za + Zl + etc., 

wenn Z« nach und i/^ zur Klasse der F* gehört, nämlich durch 
(6, a) ... Z: = 2^^Y{-ir al(c^^ 
gegeben ist. 

Heine, Handbuch i1. Kugeirunctionen. 20 
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§. 3. War der Punkt ein innerer, so bleiben diB Be- 
tracbtungen des vorigen Paragraphen bis zur Entwickelung von 
BT durch (5) ungeändert; da aber jetzt r<iVQ, also gewiss r'<,r^ 
ist; SO convergirt jene ßeihc nicht niehr^ und man muss sie durch 
die nun convergirende 

(5,a)... _=£_F"(co8y) 

ersetzen. Geht man nun weiter wie im §.2, so erhält man, ent- 
sprechend den Gleichungen (6) und (6,a) daselbst, folgende Lösung: 

r, = Zf!+Zl+Z]+eic. 

Will man nach Anleitung des §. 1 den Werth F^, welcher 
sich auf einen der Masse angehörenden Punkt bezieht, für den 

also 

r^, < r < r 

ist, aus Va und V^ zusammensetzen, so hat man nur die zwei Aus- 
drücke zu addiren, welche das Potential von in Bezug auf die 
von r^, und r begrenzte, resp. die von r und r begrenzte Schale 
darstellen. Daraus folgt 

r^ = ^u+Z],+Zl + etc. 






Beispiel. Ist die Dichtigkeit k oder Fir^^ ^u Vi) constant 
und gleich 1, so reducirt sich ihre Entwickelung nach Kugelfunctio- 
nen auf ein einziges Glied A® = 1 ; allgemein würde sie nur ein 
einzige^ Glied enthalten, wenn die Dichtigkeit von r^ allein ab- 
hängt, nicht von Ö, , t//, , also auf allen Punkten derselben mit der 
gegebenen concentrischen Kugelfläche gleich bleibt. Für n = 
wird 

C, = l, So = 0, «0=4^, Ä=0; 
wodurch man findet: 
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_4>t r»-r; 
^'~ 3 r ' 

§. 4. Um den Ucbergang zu den folgenden Aufgaben zu bil- 
den; wird darauf aufmerksam gemacht daas, wenigstens für die 
Kugel; Ya bestimmt ist sobald man seinen Werth für alle Punkte 
kennt y welclie der äusseren Grenzfläche mit dem Radius r ange- 
hören. Ist nämlich ¥„ für r=r bekannt, z. B. gleich f(0,tp), so 
kennt man auch jedes Glied der Entwickelung von F„ nach Kugel- 
functioneu; also den Coefficienten von jedem CZ oder Sm; fUrr = r; 
er wird, wegen der Einheit solcher Entwickelungen, gleich dem 
Coeffieienten von Cü oder Slü bei der Entwickelung von f{d, ip) nach 
Kugelfunctioiicn. Der Coeflicient von C^ in Va ist; wie man aus 
(6, d) sieht 

ähnlich der von S«; kennt man diese Grössen für r = r so kennt 
man sie auch ft^r jeden Werth von r, indem man den Ausdruck 
für r = Xq mit der für jedes m gleichen Grösse 



©■ 



r 

multiplicirt. Denkt man sich f{0, yf) nach Functionen der Gattung 
P" in eine Reihe 

entwickelt; so wird daher das «**" Glied Z2 der Entwickelung von F« 
durch die Gleichung 

gefanden. 

Auf gleiche Art zeigt sich^ dass der Wei*th von F» (\ir alle 
Punkte der inneren Fläche ir = v^) zur Kenntniss des allgemeinen 
Werth es von F« genügt; und dass man hat 

z: = Q)V. 

20* 
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Der Ausdruck von F" durcli f ist, wie man aus p. 265 weiss: 

U (J 

Hierdurch erhält man einen Satz, der wenigstens gilt, 
wenn die unten zu erwähnende Fläche, für welche man das Potential 
kennt, eine Kugelflächc ist: Wird eine Masse durch zwei ge- 
schlossene Flächen F« und F, begrenzt, deren erstere, die äussere, 
die zweite ganz cinschlicsst; so genügt die Kcnntniss von F« für 
alle Punkte die auf F« liegen, resp. von F, für alle aiif F, 
zur Bestimmung resp. von F« oder F, für jede Lage von 0, das 
eine Mal im äusseren Baume über F^ hinaus, das andere Mal in 
dem von F« umschlossenen Räume. 

Für die Kugel ist wie gesagt dieser Satz bewiesen, und wir 
konnten auch diese Potentiale finden, sobald die Aufgabe des §.2 
und 3, Va und F, betreffend gelöst war. Ob die Begrenzung, für 
welche das Potential nicht gegeben ist, eine der ersten concentrische 
Kugel oder eine andere Fläche war, kommt hier nicht in Betracht; 
man kann sie sich als einer Kugel angeliörend vorstellen, welche 
zum Theil die Masse Null besitzt, ohne dass die Methode ver- 
ändert werden müsstc. Der Satz gilt aber allgemein, wie ganz 
scharf aus der allgemeinen Theorie des Potentials folgt; in der für 
unsere Zwecke hinreichenden Allgemeinheit soll er unten bewiesen 
werden. Hier kam es darauf an, den Zusammenhang desselben 
mit der Aufg<abe, welche für die Kugel schon gelöst ist zu zeigen, 
nämlich mit der Aufgabe: F^ und F« zu finden, wenn man die 
Masse des Körpers kennt. Man hat also bereits eine Lösung der 
folgenden Aufgabe (wenigstens für die Kugel), welche nun als 
aelbstständige Aufgabe, d. h. so behandelt werden soll, dass 
ihre Lösung unabhängig von der des §. 2 und 3 wird: 

Das Potential einer wie oben angegeben begrenzten 
Masse ist für die äussere resp. innere Grenzfläche be- 
kannt: man soll für jede Lage von entweder F« oder 
resp. F^ finden. 

Die Auseinandersetzung der allgemeinen Theorie des Potentials, 
wie sie von Gauss und Green in den oben erwähnten Werken 
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geschaffen worden ist; überschreitet die Grenzen welche wir uns hier 
gesteckt haben ; wir befürchteten nicht, dass durch diese Auslassung 
in unserer Arbeit eine wesentliche Lücke unausgcfüllt bleibe, wenn sie 
gleich auch als Lehrbuch zu dienen bestimmt ist, weil in nächster 
Zeit die Veröffentlichung der Vorlesungen von Dirichlet über die 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung wirkenden Kräfte 
zu erwarten steht, von denen mit Recht gesagt worden ist, dass sie 
das beste Lehrbuch für jenen Gegenstand bilden würden. Es sollen 
aus dieser Theorie nur einige Funkte erwähnt werden, die unsere 
Aufgabe in das rechte Licht setzen: 

Bei Untersuchung des Potentials wird auch der Fall betrach- 
tet, in welchen jF» und ¥„ einander unendlich nahe rücken, oder 
wie man sich dann ausdrücken kann, wenn mau sich eine einzige 
Fläche F mit Masse von der Dichtigkeit k belegt denkt, so dass 
also auf das Element d(a der Oberfläche eine Masse kdia kommt; 
diese Vorstellung ist höchst geeignet für die Behandelung der Auf- 
gaben in der Lehre von der Electricität. Es wird dann das Po- 
tential eines Punktes in Bezug auf diese Fläche 

y Ä ' 

das Doppelintegral über alle Punkte der Fläche F ausgedehnt. 
Unterscheidet man einen äusseren Baum und einen inneren, welche 
durch F getrennt werden, so lässt sich wie im §. 1 zeigen^ dass Va 
auch hier noch continuirlich in F» übergeht, wenn von dem äusse- 
ren in den inneren Raum eintritt und umgekehrt, während die Dif- 
ferentialquotienten 

dVg dV, dVg dV. 

dx' dx' dy ' dy ' 
sich sprungweise ändern können; nimmt man die Achse der X in 

irgend einem Punkte von F senkrecht auf F, so unterscheidet sich 

f^V 8V 

-rr^ von -^ in diesem Punkte um +4;iraal der Dichti£:keit k in 

ex dx — ° 

demselben. Ist also das Potential in diesem Falle einer fingirten 
Dichtigkeit für die Punkte welche F angehören gegeben, gleich- 
gültig ob es die Grenze von F» oder F« sei, indem (s. o.) F sich 
beim Durchgange von durch f continuirlich ändert, — diese Grössen 
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also dieselbe Grenze besitzen^ — unxi kann man die obige Auf- 
gabe lösen ; also für alle sowohl Va als F» finden , so kennt 
man die Dichtigkeit der Masse (elektrische Vertheilung) k in jedem 
Punkte von F. 

Hiermit verbinde man noch den allgemeinen SatZ; den Gauss 
in der erwähnten Arbeit no. 36 beweist: Anstatt einer beliebigen 
Massenvertheilung; welche entweder blos auf den inneren, von einer 
Fläche F vollständig begrenzten Raura^ oder nur auf den äusseren 
Baum beschränkt ist, lässt sich eine Massenvertheilung k auf F 
selbst substituiren, so dass dio Wirkimg von k resp. im äusseren 
oder inneren Baume dieselbe ist wie die der wirklichen Masse, — 
und hat dann durch Lösung der zu behandelnden Aufgabe ein 
Mittel, die Grösse k zu finden. 

§. 5. Nachdem im vorigeu Paragraphen gezeigt wurde; wie 
die Aufgabe, welche ftir die Kugelschale p. 302 — 306 gelöst ist, 
nämlich das Potential eines Punktes für eine gegebene Masse nach 
Kugelfunctionen zu entwickeln, mit der andern zusammenhängt^ 
deren Lösung wir aus p. 307 iUr die Kugel kennen, das Potential 
einer Masse für alle äusseren oder alle inneren Punkte 
anzugeben, wenn man es auf der äusseren oder inneren 
Begrenzung kennt, so soll eine Methode zur directen Lösung 
der letzteren entwickelt werden, ohne dass es nöthig wäre, die 
erstere als Verbindungsglied zu benutzen. 

Bereits in der Einleitung wurde erwähnt, dass 

B 

der Differentialgleichung ^T = in der Bezeichnung des §.76, 
YoUst&ndiger 

genUgt; daraus folgt dass V, als Summe oder Integral von Aas- 
drucken ftT, eine Lösung derselben Differentialgleichung 

wird. Ist nun die äussere oder innere Fläche F gegeben, so wird 
Va jedenfalls die Bedingungen erfüllen müssen : 
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1) /PVa = 0. 

2) Es bleibt F« endlich für jede Lage von 0, und es wird Null 
wenn in unendliche Entfernung rückt. Die Differentialquotien- 
ten von Va ein und zweimal nach x oder nach y oder nach a ge- 
nommen bleiben für endlich entfernte sicher endlich. 

3) Es ist Va eine gegebene Grösse wenn auf F liegt. 
F^ muss jedenfalls den Bedingungen genügen: 

1) z/»F, = 0. 

dV dV dV 

2) Es bleibt F», -^-^, -^-^, -^ im ganzen inneren E&ume 

endhch, ebenso -^,-, -^, -g^. 

3) Es ist F* gegeben wenn auf F liegt. 

Man findet dass, wenigstens bei der besonderen Art von P, die 
wir im Folgenden annehmen, F« und F* durch diese Bedingungen 
wirklich vollkommen bestimmt sind, und dadurch hat man unsere 
Aufgabe auf die rein mathematische zurückgeführt, welche entweder 
durch die ersten oder letzten drei Bedingungen ausgedrückt wird. 

Wir sagten in diesem Sinne oben (§. 4), dass der erwähnte 
Satz für unsere Zwecke mit hinreichender Allgemeinheit bewiesen 
werden sollte. 

Endlich erkennt man auch aus §. 76 dass die Aufgabe F» zu 
bestimmen mit folgender übereinstimmt: Es ist der von der Zeit 
unabhängige Wärmezustand F« eines homogenen von F begrenzten 
Körpers zu finden, welcher an der Grenzfläche in einer gegebenen 
von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird. 

Wir gehen nun zur Lösung unserer Aufgabe für die Kugel über. 

§. 6. Indem wir die Aufgabe, welche zu Anfang des §. ö 
hervorgehoben war, fUr den Fall dass die Begrenzung durch eine 
Kugelfläche F gebildet wird durch das Verfahren, welches so eben 
angedeutet wurde, lösen wollen, führen wir wieder Polarcoordina- 
ten ein. Es sei der Radius von F gleich t; nimmt man den Mit- 
telpunkt dieser Fläche zum Anfangspunkte der rechtwinkligen 
Coordmaten, nennt ferner r die Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes mit den rechtwinkligen Goordinaten x, y, » vom Mittel:- 
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punkte und setzt 

X = rcosö, 

y = rsinöcosi/;, 

z = r&inÖAinyj 

so verwandelt sich /J'^ K = in folgende Gleichung 

f\ d^rV) 1 ^V'^^W , 1 d'V _^ 

Es mag V das Potential eines äusseren oder inneren Punktes sein, 
diese Gleichung muss os jedenfalls erfüllen^ und ausserdem wenn O 
in F fallt; d, h. fdr r = x sich in eine gegebene Function von 6 
und ip, die f(0,tp) sein soll verwandeln. Man hat also 

(6) ... V = f(d,xpy, (r = r). 
Entwickelt man V für alle Wcrthe von r nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf 6 und tp, setzt also 

H--30 

V= SZ" 

und wie §. 4, p. 307 



so hat man nach (6) 

r = Z*; (r = r). 
Da nun Z* der Gleichung 

1 ^(""^öt) . 1 3'Z" 



+ Trn:«^ =^-5- +n(n+l)Z' = 



»inö aö sin'ö 3^' 

genUgt, so reducirt sich (a) auf 

T(r^-.(.+,)Z-) = 0. 

Es gehört aber Z'*; also auch rZ*^ und seine DifFerentialquotienten 
nach r, diese auch noch multlplicirt mit r, also das n^^ Glied der 
ganzen vorstehenden Summe zur Classe der P^ in Bezug auf 
und iff, so dass die Summe nur verschwindet; wenn das n^^ Glied 
selbst verschwindet. Daher wird 
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^—Qp n{n+l)Z =0, 

d, b. Z =:^-fAr~ wenn <;|f und h Constante nach r vorstellen; 
die aber noch 6 und yj enthalten können. 

Jetzt scheide man die beiden Fälle, die bisher gemeinsam be- 
handelt wurden; und betrachte gesondert Va und F». Da Fa^O 
für r = oo, so kann Z« kein g; da F« fUr r = endlich bleibt; so 
kann Zt kein k enthalten, so dass 

hervorgeht. Für r = r müssen beide Ausdrücke F" geben, wo- 
durch man in Ucbereinstimmung mit §.4 erhält: 

oder 

Fa = .s (-) r% r,= £ (~) F*. 

Diese Reihen lassen sich leicht summiren, und somit kann man auch 
die Resultate des §. 4 vereinfachen; setzt man nämlich für F" seinen 
Werth ein, so sind die Glieder, welche n enthalten, resp. 

(2n+l)(^y''V(cosy), (2n+l)(0V(cosy). 

Bezeichnet a eine Grösse die wie resp. — oder — kleiner als 1 ist, 

80 wird 

J?a«jr (cosv) == ^ ==., 

yi— 2acos7' + a» 

folglich 

2:(2n-H)a-p-(co8y) = J"""'^ , , ; 

(1— 2acosy4-öT 
und endlich 

4« *jf *0 (r'-2rrco8y+t')* 



p^^r(t'-r') 



•/ •/ (r'-2rrcoBy+t')* 



*« -if *if (r'-2rrcoBy+tV 

§. 7. Die Beihe für 



T=4 = 



Ä ]/(a;-a:,)' + (y-y,)' + (»-,,)'' 
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welche im §. 2 und 3 angewandt wurde^ und die eine nach Eugel- 
functionen der neuen Coordinaten 6, yf oder ^^,tp^ geordnete war, 
konnte man sich dort durch Mittel gefunden denken, welche die 
Betrachtung der partiellen Differentialgleichung J*T=0 nicht vor- 
aussetzten. Durch die Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
wird man darauf hingewiesen, dass man noch auf eine andere Art 
die Entwickelung von T nach Kugdfunctionen finden kann; nur 
das Princip dieser Methode soll hier erörtert und die weitere Aus- 
führung an einer späteren Stelle, welche die EUipsoide betrifft, mit- 
getheilt werden. 

Man betrachte dazu die im §. 6 behandelten Aufgaben als die ur- 
sprünglichen, und denke sie sich gelöst: die Entwickelung von T 
wird dann eine Form annehmen, die sich aus den Formen der 
Ausdrücke V^ und F» zusammensetzt. Man denke sich nämlich 
die Kugelfläche mit dem Kadius r in dem leeren Baume vorliegend, 
und x^, y^, »^ als Coordinaten innerer Punkte; x, y, z als die 
äusserer Punkte. Da nun T sowohl der Gleichung 



als auch 



dx^'^dy^'^ dz' "^ ' 



d'T d'T d'T _ 



dx] ' dy] ' dz] 

genügt, so ist T wegen der ersten Gleichung ein Potential F«, 
(dessen Werth an der Oberfläche der Kugel mit dem Radius r 
eben durch den Werth gegeben wird, welchen T dort annimmt), 
wegen der zweiten in Bezug auf x^y y^ , z^ ein Potential F^, muss 
also eine Form haben, die wenn x^, etc. constant sind, es zu F«, 
wenn x, etc. constant sind, es zu F« machen. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die Kugel an, und führt 
dazu die Polarcoordinatcn ein, so erhält man als Resultat gerade 
die Entwickelung von T, welche p. 305 angewandt wurde; das Ver- 
fahren soll aus dem Grunde bei den Rotatiousellipsoiden zuerst 
durchgeführt werden, weil es hier, für die Kugel, im wesentlichen 
kein anderes ist, als das wodurch man früher §. 6G die Entwicke- 
lung von P*(cosy) fand. 
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Bei der Kugel wurden statt der rechtwinkligen Cöordiiiaten die 
üblichen r, d, tfß eingeführt; auch bei den EUipsoiden wird man 
sich solcher bedienen , die oben in der Theorie schon benutzt wa- 
ren. Das hier zu Grunde liegende Prinzip besteht nämlich darin, 
Coordinaten a> ß, y einzuführen, die einen möglichst einfachen Aus- 
druck dafür gestatten, dass ein Punkt auf der einen oder anderen 
Grenzfläche liegt; die Polarcoordinaten erfüllen diesen Zweck für 
die Kugel, indem dort die einfache Gleichung r = r oder r = r^ 
die Bedingung ausdrückt, dass ein Punkt sich auf den Grenzflächen 
befinde. 

Die Lösungen der Aufgaben in diesem Kapitel enthalten nichts 
wesentliches, was nicht schon bei Laplace in der M^canique Ce- 
leste zu finden wäre. 



Bweltes Kapitel. 

Das Botationsellipsoid. 

§. 8. Die erste Aufgabe welche hier behandelt wird, ist ganz 
entsprechend der ersten, im §»2 für die Kugel gelösten: Es soll 
die Anziehung eines vollen Botationsellipsoides, oder 
einer durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenz- 
ten Schale von gegebener Dichtigkeit auf einen der 
Masse nicht angehörenden Punkt gefunden werden. Man 
hat dazu nur das Potential 

aufzusuchen, wobei die dreifache Integration auf alle Punkte des 
Ellipsoides resp. der Schale auszudehnen ist. Der Einfachheit hal- 
ber handeln wir zunächst von einem vollen Ellipsoide, und denken 
uns daher den angezogenen Punkt in dem äusseren Baume ge- 
lten; die Gleichung des Ellipsoides sei 

r* "*" r' — e' ~ ' 
es mag e eine reelle oder rein imaginäre positive Grösse vorstel- 
len.' Wir führen Polarcoordinaten, sowohl für die rechtwinkligen 
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Xy y, % von als auch für die Ooordinaten x^j y,, S| eines unbe- 
Btimmteo Punktes; welcher der Masse angehört^ ein und setsen 

X == r cosd jj = Tj cosö, 

y == }^r*— e' sin ö cost^ y, = ]/r J — e* sin ö, cos y;, 

z = l^r^—c'sinösinv; a, = ^r\ — c' sin ö, sini//, 

< ö < ^,- < V' < 2« < ö, < ^,- < V/^ < 2;i 
yf — % = q> Tj < r < r. 

Diese Coordinaten entsprechen dem Prinzlpe des §. 7, indem jeder 
Punkt; dessen lineare Coordinate r oder r^ gleich t ist; auf der 
Oberfläche des gegebenen Ellipsoides liegt; indem ferner jede Func- 
tion der drei rechtwinkligen Ooordinaten eines Punktes, sobald der- 
selbe auf die Oberfläche rückt; in eine Function der zwei Winkel- 
coordinaten 6 und xp oder 0^ und t/^ allein übergeht. Ist e reell, 
so sind r und r^ grösser als e; für ein imaginäres e kann r^ auf Null 
herabsinken. 

Man hat im §. 2 gesehen dass zur Vereinfachung des Potential- 
ausdruckes die Entwickelung von K~^ nach Kugelfunctio- 
nen in Bezug auf d und yß oder 0^ und tp^ erforderlich war; 
wir beschäftigen uns nun mit dem Aufsuchen einer solchen Reihe; 
und werden uns dabei der Benutzung der Gleichung J^R" = 
enthalten; um später; nach Andeutung des §. 7 dieselbe Entwicke- 
lung; nach der Lösung der betreffenden Potentialaufgaben; durch 
diese partielle Differentialgleichung aufzusuchen. 

§. 9. Aus der Gleichung (4; ä) in der Theorie folgt 

, V '2n ^ r^" dg 

^^^ '" R J (a? — a?J+t(y— yJcos9-fi(Ä — »Jsini? 

wenn x-^-x^ eine positive Grösse vorstellt; würde x-^x^ negativ 
sein; so wäre die linke Seite mit dem negativen Zeichen ta neh- 
men; während für x=^x^ die Formel unbrauchbar ist* Zur grösse- 
ren Bequemlichkeit wird nur der Fall betrachtet dass x und x — x^ 
positiv sind; die Entwickelung in diesem Falle reicht biu; um die- 
selbe für alle Fälle zu finden. Da r>r^ so denke man sich des- 
halb beliebig klein; während 0^ allgemein bleibt; und führe unter 
dieser Voraussetzung die Entwickelung nach Eugelfunctionen aus. 
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[Gelegentlich wird darauf hingewiesen , dass 

R' = (ar-x,y + (y-y, )•+(,_«,)•, 

= r'+r* —e'ain'ö — c' Bin' ö, — - 2rr, cos & cos 0, 

— 2 y^r*^— e' ^r] — e* sin ö sin ö, cos 9)9 

seinen Werth nicht ändert wenn 6 mit 0^ oder zugleich und 0^ 

mit TT — ö und ^ — ö, vortauscht werden. Es haben also folgende 

Punkte die gleiche Entfernung R: 

1) (r, ö, xp) und (r,, ö., %) 

2) (r, Ö,, V') - (n, Ö, t/;,) 

3) (r,^-Ö, V) - (n>^-ö|>Vi) 

4) (r,;i -ö,,t^) - (r,,fi-Ö, V'i) 

deren Anzahl man noch verdoppelt; indem man amch tp mit i/'i 
vertauscht.] 

Der Nenner des Integrals in (a) zerfällt in die Differenz zweier 
Theile; der erste 

a?+tycosi? + i58iui7 
geht nach Einführung der Polarcoordinaten in 

rcosö+f}V— c*8inöcos(^ — 1?) 
über, wälirend der zweite gleich 

Tj cos ^^ +i'^r] — e'^sin 6^ cos (xp^ — f]) 
wird. Man setze nun überall in diesem Kapitel 

r = eQ; r, = eft ; (ft<e), 
ferner zur augenblicklichen Abkürzung 

a = p cosö +•}/(>*— 1 sin ö cos(i/; —v) 

/9 = Pj cosö, + t^pj —1 sinöj C08(V', — v), 
und findet dann aus (a) 

Aus dieser Formel lässt sich die gesuchte Reihe nach §. 17, 
Formel (14) leicht ableiten, indem 

^ =T(2n+l)P"(/J)0"(«) 



« — - /3f «=0 
wird, vorausgesetzt dass 
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Diese Ungleichheit besteht nicht immer^ wird aber bei hinlluiglieh 
kleinem erfUllt^ welchen Werth zwiachen und 2n auch ti an- 
nehmen mag. 

[Um den Werth dieser Moduln zu schätzen^ setze man (cf. §. 38) 

a = pcosqf+t f^p' — 1 sing, 

ya* — 1 = ]^p' — 1 co^q-\'%p%\TL q, 
wo p mit Q zugleich reell oder rein imaginär sei, und ^p'— 1 das 
Zeichen von p erhält. War g reell^ also (p. 316) grösser als 1^ 
so wird auch p grösser als 1 genommen werden können. Dann 
bat man 

pcouq = pcosd 

]^p*—l sing = l^e'— 1 sinö cos(i/; — 17); 

aus diesen Gleichungen lassen sich bei reellem oder imaginärem q 

offenbar p und q auf die geforderte Art bestimmen. Ferner er- 

giebt sich 

Jf(a+Va^=T) = *(p+|/^^IT). 

Bei festgehaltenem ^, 0, xp, erhält p den grössten Werth wenn 

cos(V;— 17) =+1; den kleinsten wenn cos(^ — 17)=0. In der 

That, hat man für ein gewisses ^, 0, tjj — 17, ein bestimmtes p und q 

gefunden und ändert nun 17 so, dass cos(V/ — 17) absolut abnimmt, 

so ist das neue p und q (es sei p und q) so beschaffen, dass 

pcosq =pcos9 

yp' — 1 sin q < ]/p* — 1 sin q. 
Würde nun p>p Bern, so müsste cosq<cosg, also sinq^sing 
werden; die zweite Ungleichheit giebt aber 

sinq -< srng =^ < smg, 

widerspricht also der eben gefundenen. Hieraus folgt ^<p. Eine 
einfache geometrische Betrachtung, welche bekannte Eigenschaften 
von Ellipsen zu Hülfe nimmt; würde dasselbe geben. 

Das kleinste p findet man also aus den Gleichungen 

PC0S9 = (»CO8 09 

]/p'~l8ing = 
als p = ^cos0, und ähnlich das grösste p ans 
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pcosq = QcosO, 

yp* — 1 siD q = Vp'— 1 Bin 

als p = ^. Hierans folgt, indem man daa was von a geaagt ist 
auch für ß durchfuhrt^ dass 

Jtf(a+}^iiv=l)>J»f(eco8Ö+|yco8*ö-"l), 

bei hinlänglich kleinem wird die erste Ungleichheit beliebig nahe 

ferner ist 

und damit das Bestehen der geforderten Ungleichheit für kleine d 
bewiesen.] 

Setzt man also hiuläno^Hch klein voraus, so lässt sich 

durch die angegebene Beihe ersetzen und man findet 

(c) . . . ^ = T{2n+l)f"'r(ß)Q\a)df,. 



Um zur schliesslichen Form zu gelangen entwickelt man P"(/S) 
und 0*(«) nach Cosinus der Vielfachen resp. von (V| — ^) und 
1/; — rj] die Formeln hierzu liegen fertig vor. Wird nämlich in 
(49; a) zugleich Xy x^, (p resp. durch ft, cosöj, 9i+xff^ — ff ersetzt; 
80 entsteht: 

/>"(/?) = ^FalP:(cos0,)K(Q,)coHm(%-Ti) 

und aus §• lö, nämlich ad 1 wenn q reell ist (weil co8 0<: 1; aber 
^cosd nahe q also >- 1 wird), ad 2 fUr ein imaginäres g: 



w— ae 



(2n+l)(?'(a) = 2 £ {-iyK(cosd)Ql(Q)cosm(if,-ti), 

für m = die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen. Bildet 
man das n'^ Glied in (c), indem man das Product der beiden vor- 
stehenden Formeln nach i? integrirt, wodurch die Vielfachen von rj 
fortfallen welche höher als das n*^ sind, so entsteht, entaprechend 
der Formel (5) fiir die Kugel, hier die folgende Entwickelung 
von /l'\ welche zur Behandclnng der Potentialaufgaben 
bein^ Botations-Ellipsoide angewandt wird: 
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e •=» 



(8)... ^=-S I^" 



1=» 



(8,a)... r-= £(-i)-a:p:(co8ö)p:(co8ö,)p:(p,)0:(f)co««(v'-v.). 

Die Glieder Y dieser Beihe sind; so wie R selbst; symmetriBch 
nach und d, ^ oder nach \\} und v;^ ; die Entwickelung also 
ist nach Functionen der Gattung P sowohl in Bezug auf und ^^ 
als auch in Bezug auf öj, y/j , oder ö, ti/, , oder ö, , t/; geordnet. 
Hier ist ol derselbe numerische Werth wie früher^ nämlich 

(1.3,..(2n-l)V 

^ JI(n+m)iT(n-m) ' 

für m = die Hälfte genommen. 

Obgleich diese Formel unter der Voraussetzung eines hin- 
reichend kleinen entwickelt wurde^ so mag sie vorläufig im Fol- 
genden für alle 6 angewandt werden; der Beweis , dass sie dann 
noch gilt, wird im §. 15 nachträglich geliefert. 

§. 10. Für ein reelles e kann dasselbe Resultat auf andere, 
ähnliche Art einfacher gewonnen werden, die jedoch eine Ueber- 
tragong auf allgemeinere Fälle bisher nicht gestattet hat. 

Nach der schon am Anfange des §. 9 angewandten Formel 
(4, a) wird 

in 



/In 
, , — =^ 
(ÖO.— l/ö'— ll/ö?— 1. 



j, , (pPi—y^e*— 1 l^pj— Icosij)— (cosöcosöj+sinÖsinö, co8(i!^4jp)) 
sobald qq^ — cosdcosd^ positiv ist, — und das geschieht immer 
wenn e eine reelle Grösse bezeichnet, da r^ nicht unter e sinkt^ — 
gleich 2;t dividirt durch die positive Quadratwurzel aus 

(p^,— cosöcoBÖj)'— dV""-^ l^ej— 1 + sinösinÖj cosy)'— sin'ösin'ö, 8in*9>. 
Reducirt man, so geht vorstehende Grösse in 
ß*+^' — sin'ö— sin'öj — 2ppjCOSÖcosöj — 2 |/ß'~l ]^p^— Isindsin^icosg) 
oder^ wie man durch Vergleich mit einer Formel p. 317 sogleich 

einsieht; in -y über^ so dass 

wird. Diesen Ausdruck behandele man wie (6) im §. 9, indem man 
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den Nenner wiederum gleich a — ß setzt, wo « 

pp, — l/p*^^ >^ß J — 1 COB I? 

bezeichnet; nnd 

-!-=■= T(2»+i)r(/j)0"(«) 

macht; was hier gestattet ist, da /J < 1 uüd a>l, also /S < a 
wird. Dadurch erhält man: 

^ = 2? r, 

r*=^ / P*(c0SeC08Ö, +8ind8lDÖj COB(t]-ip))Q''(QQi-yQ*-iyQ]-lCOBf])dTJ. 


Vertauscht man wieder P* und 0* mit iliren Ausdrücken durch 
Beiheii; benutzt also die Oleichnngen (49; d) 

femer §. 75; ad 3 

(2«+l)0" = 2"Fp:(ft)Ol(?)cosmi7, 

so entsteht sogleich dieselbe Formel für F* wie p.d20; obgleich 
die Factoren (—1)"* und 1, P(cosö) und P((>,) bei Vergleichung 
der vorstehenden Ausdrucke mit den entsprechenden des §. 9 sich 
vertauscht finden. 

Anmcrk. Aus den allgemeinen Gleichungen (8) würde man 
für ö = öj = die Entwickelung von in eine nach Kugel- 

functionen fortschreitende Reihe finden: es wird auf diese Art aber 
nur dieselbe Formel erhalten; welche man hier zu Grunde legte. 
Für Pi = 1 entsteht eine noch nicht ausdrücklich erwähnte specielle 
Entwickelung 



«=» 



., ,^,^,,, ,^ ^,, - ^ (2n+l)ncosö)r(cosö,)(?-(e). 

y(p— cos((?+ej) (e-cos(ö~öj) »-0 

§. 11. Man kann jetzt zur Lösung der Aufgabe im §. 8 über- 
gehen; die nach dem Muster im §.2 erfolgt; drückt man auch das 
Element dx^dy^d»^ durch die neuen Coordinaten aus; so entsteht 
nach einfacher; auf bekannte Art angestellter Rechnung 

dx^dy^d^i = (rj — e'cosö,)8inö,rfÖ,d^jdr,. 
Man entwickele nun das Prodact von r^^e^eos^d^ mal der Dich- 

HelD«, Handbueh d. KugelAinctlonen. 21 
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tigkeit k im Punkte a:,, y^, », oder r,, 0^, V^, nach Etigelfiuictio- 
nen in Bezug auf d^, ^^f und zwar sunädist (entsprechend (2) 
auf p. 304) in die Reihe 

*(rj -c'cos'Ö.) = X*+X*+X*+ etc., 
wo also 

U 11 

wird. Unser Integral V verwandelt sich dadurch^ wenn man ätdgleich 
für -5- seinen Wertli -^F* setzt in 

(6) . . . K= iy^dryy*''(^r-)(^r)8inÖ, dÖ, dv. , 

wo oder e als untere Grenze im Iritegrale nach r, zu nehmen 
ist, je nachdem e imaginär oder reell ist. Das Doppelintegral nach 
den Winkelgrössen vereinfacht sich bekanntlich (p. 264) zu 

(c) ... y*y^''i(I"r")sinö,dö,dV'i5 

X* lässt sich aber weiter in seine Bestandtheile auflösen; indem 
man in (a) für P*(cosy) seine Entwickelung 

m 

setzt; nämlich in 

X* = ^ T(-ira:(o:«+Äs:) 

^y* «1=0 

wenn a und /? folgende Functionen von r^ allein vorstellen: 
«: =y^''dÖ8inö/^%(r« -.e'cos'ö)C:di/f, 

^; =y"dösinö/^*(rj ~c'cos'ö)S:di^. 
ü 

Es wird daher mit Benutzung des Ausdrucks (S^a) oder 



«i=» 



F- == -s (-i)-a:i>:(ft)(?:(e)(ac;:+s^s:) 

sich (c) in 



i=« 



(c) . . . = ^ (-ira:iC(e.)ö:(?)(«:c:+/j:s:) 

verwandeln. Man findet also achliesslich für das Potential 
des äusseren Punktes mit den Coordinattn f, 0, $ff in B^ 
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sug «of das volle Ellipsoid mit den halben Achsen t; }(i^ — €*, 
l/r*— «• den Ausdruck 

(9)... r„==!s*Z:; (ß = «r;(>/-erj; 

»=0 

Hätte man nicht ein volles Ellipsoid sondern eine Sohlte 8 
betrachtet^ welche dnrch die zwei EUipsoide mit den Adisen 
r, )/r*— 6*, yr*— c* einerseits, andererseits mit den Achsen r^ , ^tj— 6*, 
ix\ ~c' begrenzt ist, so wäre die Integi'ation nach r^ nur über die 
Schale auszuführen gewesen. Man erhält also das Potential des 
äusseren Punktes für diese Schale noch immer durch die 
Formeln (9), w^in man dort na«h r, nicht mehr von oder e an, 
sondern von x^ an integrirt, vorausgesetzt daas Tq kleiner als r ist. 

Das Potenfi]al eines inneren Punktes lässt sich nach 
geringen Veränderungen in den vorhergehenden Betrachtungen für 
eine solche Schale S ermitteln. Bleibt die Bezeichnung dieselbe 
wie oben, gehören also Ooordinaten mit Indices der Masse 8y ofanö 
Indices dagegen an, so sind alle Formeln dieses Paragraphen 
vom Anfang an zunächst bis' zu der flir F* anwendbar, wenn nur 
nach r von r^ an bis r integrirt wird. In F" ist aber nicht mehr 
Q sondern (»| die grossere Zahl, so dass sich dort q in q^ umtanscht, 
also schliesslich erhalten wird 

(9,a)... F,=Tzr; (r<ro<r); 

ZT = j2^VirfiCfi(e)(cs/'«:(?l(ft)rf^.+s^V:o:(e.)dr.). 

§. 12. Wir übergehen hier die Untersuchungen welche denen 
des §.4 analog sind und zeigen würden, wie man aus den vor- 
stehenden Formeln Ya oder K» finden kann, wenn nicht ft son- 
dern der Werth des Potentials V für eine Grenzfläche der Schale 
gegeben ist, und kommen zu der directen Lösung, (d. fa« ohne 
die Hlifrniittel dieses und des vorhergehenden Paragraphen) jen^ 
Anfgaibe, deren analoge für die Kugel im §. 6 behandelt wurde: 

21* 
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Aufgabe. Eine ellipaoidisdhe Fl&cbe mit den Halbachsen 

r, yr*— 6*, Vr'— 6' begrenze irgend eine Masse von aussen oder 
von innen. Das Potential V dieser Masse ist fbr alle Funkte 
der Fläche gegeben; es soll für alle Funkte gefunden werden, 
welclie dem äusaercn resp. dem inneren Räume angehören. 

Führt man wieder statt der rechtwinkligen Coordinaten aller 
Ponkte im Baume x, y, a, die sich auf ein System beziehen, wel- 
ches mit dem Systeme der Hauptachsen unseres Ellipsoides ttber- 
einstimmt; die Coordinaten r, 6, tp des §.8 ein, so dass fUr alle 
Punkte der gegebenen ellipsoidisclicn Fläche r constant, nämlich 
r = t wird, so verwandelt sich der gegebene Werth des Potentials 
auf dieser in eine gegebene Function von und ip allein, welche 
mit f(0, fp) bezeicLnet wird« Man. hat daher als erste Bedingung 

(a) ... r=f{d,ipy, (r = r). 

Ferner genCIgt V der DifferentialgleichuDg J* F = 0, und zwar, 
je nachdem die Aufgabe den äusseren oder inneren Punkt O be- 
trifft, fUr jede Lage von im äusseren resp. inneren Räume. Die 
Transformation dieser Gleichung in die neuen Coordinateo giebt: 

9((r'— e')-5-) . öfsinä^^J , , ,^ ^,-. 

^^^ • • • dr ■*■ sinÖ dd + (r*-e*)8in'Ö dtp' ~" 

Hau entwickele nun V nach Functionen der Gattung P* in 
Bezug auf 0, ^p in die Beihe 

(c)... F=Tr; 

ordnet man auch f(0,yß), d. h. den Werth von F für r = r, in eine 
ähnliche Eeihe 



f(d,xp)^s r, 

11=0 



^, ^ 2n+l 



/n /"In 

dB, sin ej f{0, , tp. )P"(co8 y) drf,, , 



4n 

u 



SO muss Z sich für r = r in Y verwandeln. Zur weiteren Be- 
stimmung von Z setzt man (c) in (b) eib, und reduohrt durch die 
Gleichung, welche die Z, als zur Gattung der P gehörend, erfüllen 
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ÖZ"\ 



K-^'w) 



+ ---'.^ ^l^! +n{n+l)r = 0; 



dann findet man, dass 

io L äJ= +P=?ä^-"(»+^)^-J 

yerschwinden muss. Dies erfordert aber, dass das n*^ Glied der 
Summe, wie es in den eckigen Parenthesen steht, für sich Null ist; 
denn ein solches gehört in Bezug auf d und ^ zur Gattung P*. 
Für den ersten und dritten Theil des Gliedes, der nur Operationen 
enthält, welche sich auf die nach 6 und ^ constante Grösse r be* 
ziehen ist dies ohne weiteres klar; auch für das mittlere (und dann 
für die Summe aller drei Theile) sieht man es leicht ein, wenn 
man bedenkt, dass die allgemeine Form einer solchen Function, 
welche zur Gattung P* gehört, 

wo u und V irgend welche Constante- bezeichnen, dieselbe bleibt, 
wenn nach tfß beliebig oft, hier zweimal differentiirt wird, indem 
der dadurch hinzukommende Factor — m*, mit u und v vereinigt, 
diese noch immer zu willkürlichen Constanten macht. Es wird 
daher in der That: 

Man führe wieder für r die Grösse g durch die Gleichung r = e^ 
ein, und findet dadurch einen Ausdruck, der aus {e) entsteht, wenn 
man darin g für r, und 1 für e setzt. 

Die Form von Z" wurde durch (d) bereits angegeben; es ist 
klar, dass die dort vorkommenden u und v nicht nothwendig nu- 
merische Constante sein mUssen, sondern dass sie noch die Ver- 
änderliche r enthalten können. Um zu ermitteln, wie diese in u 
und V eingeht, substituirt man für Z in der durch Einführung von 
f statt r transformirten Gleichung (e) den Ausdruck ((I); dadurch 
verwandelt sich die linke Seite von (e) in eine endliche, nach Co- 
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sinuB und Sinns der Vielfachen von tp fortschreitende Beihe^ in der 
mit cOBtnip 

i(fe--')^)-(»(«+')+?^)"- 

multiplicirt ist, während der Coefficient von Binm^^ gleich dem 
vorigen Ausdrucke nach Vertauschung von v mit u wird, Soll die 
Snnune verschwinden, so muss für jedes tn sowohl der Factor von 
QOütmfß als der von sin trup gleich Null sein, so daas Um und Pm In* 
tegrale der Differcntialgleichnng 

(«•-')0+^|-(«(.+.)+,-^> = o 

werden, deren vollständiges Integral (y, 8 sind willkürliche Con- 
ttante) 

y«p:(ß)+*«.o;(?) 

man bereits §. 49 et seq. gefimden hat. Sammelt man daa^ wsß 
hier über Z, u, x>y a, ß gesagt ist, so folgt, daas, glei,digültig ob Y 
und damit Z den Index a oder i erhalten, d. h. sich auf den äusse- 
ren oder inneren Punkt beziehen, immer Z" die Form hat 

^''(y«^«(e)+^mC>«(ß))p:(cos(?)cosi»«^ 

vermehrt um einen ähnlichen Theil, in dem nur cosmt/; mit sinmv^ 
und y^ 9, mit anderen Zeichen fUr willkürliche Constante vertauscht 
sind. Soll nun 

1) Y das Potential eines äusseren Punktes F«, also Z^=^Za 
sein, so muss Y also Z für p = oo verschwinden, also y = wer- 
den, während i vorläufig noch unbekannt bleibt. Man findet daher 



th—n 



Zl= 2 P;(cosö)0:(^)((y«cosmv/+««8ininv;). 



«=ü 



2) Da ZT für alle Qy welche kleiner als ~ sind, endlich blei* 

ben muss^ aber Qm{Q) für p = l unendlich wird, so kann Z* kein i 
enthalten, verwandelt sich also in 

Zr ="^ P«(co8Ö)Pi(e)(y«cosmv/-|-/J«.sinmV;). 

* [Diese Beweisfiihrung fftr den inneren Punkt, die uns aDer- 
dings zu einem in allen Fällen richtigen Resultate fährt, ist aber 
nur für ein reelles e erlaubt; indem nur in diesem Falle p gleich 1 
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wer4en kwn, nämlich für r=e, für ein imaginftres e aber von Null 

doroh das rein Imaginäre 2»i — wächst. Den besten Weg^ um 

anch in diesem Falle das Besnltat zu erweisen hat wohl Neu mann*) 
(in Königsberg) gewählt; indem er davon ausgeht^ dass auch im 
ganzen inneren Baume die DliFerentialquotienten von V nach den 
drei Goordinaten (p.Sll) endlich sein müssen, gleichgültig welches 
ihr Anfangspunkt und ihre Sichtung ist. Man lege nun durch 0, 
wo der Punkt sich gerade befindet^ ein dem ursprünglichen con- 
focales EUipsoid; denke sich das Achsensjstem in den Punkt 
gelegt; und die Achsen in die drei Bichtungen fallend; von denen 
die eine normal gegen das Hülfsellipsoid ist; die zweite sei das 
Element des MeridianS; die dritte des Parallelkreises. Die unend- 
lich kleinen Stücke auf diesen Bichtungen heissen dv, da, dp, und 
lassen sich durch dr, dO, dxjf ausdrücken. Geht man nämlich von 
einem Punkte r, 0, ip zu einem unendlich nahen mit gleichen 
und fp und der linearen Ooordinate f+dr über, so liegt dieser 
gerade in der Bichtung der Normale. Ohne dass man sich zum 
Nachweise der allgemeinen Eigenschaften confocaler Ellipsoide be- 
dient; lässt sich derselbe fUhren, indem man bemerkt; dass die 
Verbindungslinie der beiden Funkte mit den ursprünglichen Achsen 
Winkel bildet; deren Cosinus sich verhalten wie 

dx dy 9» 

dr'dr'dr' 

d.h. =cog^; ■ gin^costf»? , Bin^sintft 

_ ^ ■ y . « 

r' r — e r'— e 
oder wie die Cosinus der Winkel a, ß, y welche die Normale an 
der betreffenden Stelle mit den Achsen macht. Man hat daher 

— 3r = dy cos«; ^dr-=^ Svcos/J, -^-ör = dvcos;^; 



«'=*y©v(§)'+(0 



i/r'— «"cos'ö 

= ür^ — , — • 



"^ Crell0, Jown. £ Mstii. Bd.ZXXya, 0.33. 
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Hält man r und tp fest^ und ändert nur d^ so bleibt man auf 
gleichem Meridian, während ein festes r und und ein ver&ndertet 
\p einen Punkt desselben Parallelkreises geben. Man findet daher 

ä»- = ««•[©■+G^)"+(S)"J = fr'-«--'»)«»-. 

8!''=3V[(^)'+($)"] = ('-'-«')«»'''a*'. 

also schliesslich 

OK 



öv ""ör r r'—c* cos' ö 
ÖF dV 1 



Öo öö yr'— e' cos' ö 

dr_ar i 

Betrachten wir zunächst den ersten Werth, so muss also fUr ein 

SV n, 

imaginäres e noch immer -^ endlich bleiben, wenn auch ges- 
und r oder ^ = gesetzt wird; dasselbe muss von Z* gelten. Die 
Theile von Z*, in welchen n — m gerade ist, werden aber durch 
Differentiation nach v für dieses q und 6 unendlich wenn Q in Z* 
vorkommt; fassen wir irgend eines der betreffenden Glieder ohne 
die Constanten und ohne cosmt/; oder sinm^, z. B. 

if) p-(co9ö)(?:(?) 

in's Auge, so giebt es nach n differentiirt 

i.P:(coag)gp) (, = o,coaö = 0). 

« cosö op ' ^^ ' 

Aber FÜ»(cosd) enthält ein von cos0 unabhängiges Glied, wird also 

für Ö = — von Null verschieden, folglich das Glied cx>, da ^^^ 

für p = nicht verschwindet (§. 55). 

Wegen der Glieder in welchen n — m ungerade ist betrachte 
man noch die Differentiation von V nach o, welche für r = aus 
(f) das Froduct eines endlichen Werthes, der nicht verschwindet in 

1 eKCcos g) 

CO80 dd 

hervorbringt, also für co80:==:O offenbar anendlich wird. Es dttr- 
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fen abo in Ff die Q nicht mehr «nftreten, nnd unser oben gelan^ 

dener Werth für Z^ ist allgemew, auch für ein imaginäres e gflltig.] 

Es bleibt zur vollständigen Lösung unserer Aufgabe nur noch 

übrig, die Jy c im ersten, )^, /? im zweiten Falle zu bestimmen. 

Indem für r == r, welchem Werthe q = — = ^ entsprechen mag, 

c 

Z* in F" übergehen muss, entwickele man Letzteres zu leichterer 
Vergleichung vermittelst Anwendung des schon oft gebrauobten Aus- 
drucks von P*(cos/) nach Ciosinus und Sinns deor Vielfachen von ^. 
Dann ist mit PM(cosd)cosmt^ in F* multiplicirt 

('"^^* ^^"'^f''^^' 8inÖ,«(cose,)y^7(<?i; V.)cosmt^, dtp,, 

u 

dagegen in Zj resp. Z^ fürj^ = ^ 

so dass man unmittelbar dm und y» durch Gleichsetzung der Aus- 
drücke der letzten Zeile ^ mit denen der vorhergehenden erhält. 
Hätte man die Factoren von jPl(cosd)sinmt^ verglichen, so wäre 
aus r* ein Werth wie der obige nach Vertauschung von coswt/fj 
mit sinm^^, hervorgegangen, aus den Z resp. 

Man erhält daher schliesslich als Lösung der Aufgabe durch 
Einsetzen der Werthe /?, y, etc.: 

(10) ... ra=^T(-ira:^^p:(cosd)x 

Jdd, sinö, iC(cosöJ /"'7(*i ; V'J^osmC^- V'OdV^j 

ü ü 

(10,a)...zr=?^T(--l)-'a:-^^P:(cosÖ)X 

U 

Eine weitere Beduction, wie sie bei der Aufgabe fbr die Kugel im 
§. 6 möglich war, ist hier trotz vielfacher verschiedenartigen Ver- 
suche, so lange die Buchstaben allgemein bleiben noch nicht mög- 
lich gewesen. (M. vergl. p. 332.) Damit man bei diesen oft ange- 
wandten Formeln die Bedeutung der eingeführten Buchstaben, so 
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weit sio nicht Functioiiszeichen siiicl^ vereint finden kanp; wird nocb- 
mals erwähnt, dasa r, >^r*— ö', Vr*— 0' die Achsen der gegebenen 
eUip^oidusohen Fläche sind, dass t = e<^, r^eg und 

^ il(n+ii»)/l(n-m) 

^'»"' M.2.3... n / 
geaetat wurde. 

§. 13. Es soll jetet die zweite Methode zur Darstellung tob 
A~^ auseinandergesetzt, also gCEoigt werden, wie man mit Hülfe 
der Entwickeluugen des §. 12 nach den Andeutungen des %, 7 die 
im §. 9 bereits aufgefundene, nach Kugelfanctionen geordnete Beihe 
für Ä-* ableiten kann. Da R-^ ein Potential wie K« des Punktes 
Qf Oi ifß ist wenn q^q^ gedacht wird; so muss es die Form 

Z" = 2Xd« cos m^f + u sin m\p) 0i (p) K (cos 6) 

m 

haben; es würde als Potential von p,, ö,, Vi die Form 

r = ^(y«.cosmv/j+/J*sinmV^,)Pi(ft)P:(cosöJ 

besitzen: man kann zeigen, dass fUr jedes n,, Z* und ^ überein- 
stimmen. Man beweist nämlich unten aus der vollständigen Sym- 
metrie von A nach und 0^ , femer nach ip und rp^ (nicht nach q 
und Q^ da ^>'^| angenommen ist), dass die Entwickelung nach 
den Z, welche doch ur8})rünglich eine nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf dy yß fortschreitende ist, auch eine solche in Bezug auf 0^ , %/ß^ 
sei, d. h. eine solche wie die nach den ^: daraus folgt unmittelbar 
die Identität von Z und f. 

Zum Beweise gehl man davon aus, dass die Entwickelung 
irgend einer Function von und fp = fp — %if^ nach Functionen der 
Gattung P in Bezug auf und q> zugleich eine Entwickelung in 
Bezug auf und xp oder und tp^ ist, und umgekehrt. In der 
ersten Eigenschaft kann nämlich das n}* Glied 

= I!{k^cQstMf+lif^Bmmq>)I^{GOB0) 
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gegeizt werden; das m*^ Glied vorstehender endlichen Beihe beh&lt 

nach Einsetzung des Werthes von <p die gleiche Form in Bezug 

auf 6 und ff» oder %if^. Es rerwainlclt dch nittnlich in das Prodnct 

von i^ und von 

(iw cos mxj)^ + /„, sin m\p^ ) cos m%lf + (4» sin m\p^ — /» cos mt^j ) sin m^ ; 

die Factoren von cosmi/; und slnmi^ sind aber in Bezug auf ^p Con« 

stante. Hier bat man den Beweis des Dirccten: um auch das Um* 

gekehrte nachzuweisen^ hat man nur zu erwägen^ dass nun gezeigt 

ist, wie die Coefficienten i, i bei einer Function von (V"~Vi) ^^^ 

beschaffen sind , welche in Bezug auf und ^ nach Kugclfunc- 

tionen entwickelt wird. Setzt man das m*^ Glied im vt^^ gleich 

(d„co8m<jp+*«sinmi//)Pi(cosö), 

so werden die Constaaten i und i aus anderen, k und l die kein ^^ 

enthalten durch 

8 = k cos w Vi + l ßin wt^i 

« = & sin mtp^ — /cosm^i 
zusammengesetzt sein müssen. Ilierdureh hat man auch das Um- 
gekehrte bewiesen, und weiss daher dass Z* als Glied der Reibe 
flir Ä"*, welches eine Function von y — y^^ = y ist, die Form hat 

Z" = -?(«: cosm(v-.Vj + «:8inTO(v^-V/,))0:(e)P;(co8Ö). 

Daß seinen Werth nicht ändert wenn t^ — t^, mit "fpi--^ vertauscht 
wird, so muss £ verschwinden. Femer ist das mit cosm^}p'^p^) 
multiplicirte Glied in der Entwickelung von £'"* nach Cosinus der 
Vielfachen von (rp — rp^), 

Ta:o:(f)p:(cose>), 

sicher symmetrisch nach und 0^ , welches letztere in 8 vorkommt, 
80 dass, wenn man für J mit Hinzuftigung des Arguments ^(^i) setzt, 

-ra: (öjK (cos ö) (?:(?) = -£«:(ö)p:(cosöi)(?:(p) 

wird. Das in gleiche Q Multiplicirte, d. h. 31(ö,)PS(cosö) und 
d^(0)PZ(coB0^)f muss gleich sein, d.h. es muss 

3:(öj = a:p:(cosöj 

werden, wenn a eine Constante bezeichnet ^ die allerdings noch g, 
enthalten kann. Stellt man die Resultate zusammen, so weiss man 
dass bei Entwickelung von ü'^ in Bezug auf 0, xp entsteht 
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so dass die Reihe der Z zugleich eine Entwickelung in Besag 
auf ö, und ^, bildet; also Z* = ^ gesetzt werden kann.' Setzt 
man die !»••» Glieder in Z* und £* gleich, so wird 

(/«cosm^, +/J«sinm^,)Pl(ft) = a«cosm(^— ^,)jP1(cosÖ) 0l(p) 
wo a nur Pj, ß und ;" nur v» ^j Q ohne Indices enthalten. Hier- 
aus folgt unmittelbar dass 

werden muss, wenn 6 eine rein numerische Constante bezeichnet, also 

r =T6«p:(cosö)p:(cosö,)p:(ft)(?:(e). 

m=i) 

Um schliesslich 6 zu bestimmen,' mache man in 

i = f ^^) 

f und ^, unendlich, doch so dass — ein endliches Verhältniss a 

erhält, welches natürlich <: 1 Ist. Dadurch geht die linke Seite 

in — -. — über, oder fZT verwandelt sich in — P*(co8y). 

eyl — 2acosy+a* « 

Aber p01(e)Pl(ft) wird dann (^) , so dass 



e 



6«. = — ^-a« 

gefunden wird, und dadurch Z* den Werth annimmt, welcher p. 320 

für — r* schon durch (8, a) gefunden war. 

c 

§. 14. Im §.12 wurde erwähnt, dass im Allgemeinen die 
Gleichungen (10) eine Vereinfachung nicht gestatten; der Umstand 
nämlich, dass in den Nennern nach Grössen Pü oder Ql vorkom- 
men, verhindert die Ausführung der Summation. In einem be- 
sonderen Falle, wenn nämlich das Ellipsoid sich in einen 
Kreis verwandelt, lassen sich aber diese Functionen im 
Nenner gegen ähnliche im Zähler umtauschen und nach 
dieser Umformung kann die betreffende Reihe durch keine andere 
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Transcendente ah arctang sutnmirt werden. SoU das EUipsoid in 
eine Kreisacbeibe übergehn, so wird e imaginär = f i und r = 0. 
In diesem Falle sind nämlicb die Coordinaten der Grenzfläche x^^O^ 
y = i BinOcoBtffy z = i sindsin ^f also die Fläche wird in der Thal 
Kreis; d ist in Bezug auf jeden Punkt eine solche Grösse, dass 
imd die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte des Kreises 
bedeutet. 

Setzt man zur Abkürzung unbeschadet der Allgemeinheit f = l, 
so ist die Aufgabe, welche hier behandelt wird die folgende: Das 
Potential eines beliebigen Punktes in Bezug auf eine Kreis- 
scheibe mit dem Radius 1 soll gefunden werden, wenn dasselbe 
für die Punkte in der Scheibe selbst gegeben, = f{d, yß) ist. Nimmt 
man später im besonderen Falle an, dass f von tp unabhängig sei, 
80 hängt das Potential eines jeden Punktes auf der Kreisscheibe 
selbst nur von der Entfernung vom Mittelpunkte sin (9 ab. 

Es verwandelt sich hier p = — in --ir, und^ oder — = — «r 

in — Ot, wenn —Oi zwar ist, aber wie früher die Grenze einer 
negativ rein imaginären Grösse bezeichnet. Die lineare Coordinate 
kommt hier nur in der Verbindung 

0(9) 

vor, und dieser Quotient ändert sich nicht wenn p und ^ zugleich 

mit — p und — ^ vertauscht werden, so dass man fUr ihn auch Z,,^.{ 

Q{0%) 

setzen darf. In dieser Untersttohung soll die Grösse ri, nicht 

wie es früheren Feststellungen entspräche —ri, durch q bezeich* 

net werden. Das gesuchte Potential ist dann nach (10) 

u u 

i4.=T(-ir^^-.(co8Ö)P«(cosÖ,)|=^cosmy. 

Wir beginnen mit der Transformation des Quotienten 
der beiden Q, der aaeh (45) auf p. löS gleich 
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(a) P conmitdi 1 /^ coamil 



cosmiidt 



wird. Den Nenner bestimmt man nnmerisch indem man e* = a? 
ftetzt; wodurch das Integral in 



«+1.-1 



oder in 

iS - ■ ■ ■ > ■ . ■ , ■ 

r(«+i) 

übergeht. Bezeichnet man das Integial für den Augenblick durch 
Jmy Bo würde das Product 

w j ^.n 2 2 ^ 2 **2~ 



(n«+l))' 

oder gleich 2„ i^C''+m)Jff(«--m-l) ^^.^^ ^^ ^^^^ ^^^ reciproke 

Werth von J, die Form 

1 ^ iT(n)7I(n) 

J« 2nJl(n+f»)7T(n — m— 1) "+' 

annimmt. Man bezeichne nun durch * eine positiv reelle Grosse, 
die man sich verschwindend denken kann, und setze $i = o, so 
dass ff wie q rein imaginär wird. Dann ist Jm+t gleich 

H.+1/" co»(m+l)itdf _ 

-U (a+cosi( 1/^*33)-+^' ^''-"''' 

oder nach (45) 

_o.-H-l iI(«+«»+l)JT(«-OT- l) - . , 
~ JT(«).1.3...(2n+l) ^-+* W 

"^* ■IT(n).IT(«) -J "-V-»<»*«»^^^)"co8(m+l)M.(fii. 

Dadurch geht der ganze Nenner von (a) zur (—1)'*° Potenz in 

n (»+"»+1)/ "+'((r-C08i« yo^l)"co8(m+l)««d«; (ff=0), 



ttber, und dies gilt, wie man uaehtrSgUoh eiwueht, noeh für i»=m, 
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worüber bei der Aiifsuohnng dieses Werthes noch Zweifel obwalten 
könnteD, indem bei derselben n—m als Nenner auftrat. 

[Zur nachträglichen Verification: Da <r=t^, so bringd 
man das vorstehende Integral in die Form von (45, a) 

/*«rccoig« 

"y (<y--co8ii yä*--l)"cos(iii+l)ödtt; 

wird * = gesetzt; so entsteht: 



(-*)•+/ 



cos* u cos (fn -f 1) tf du. 



Bekanntlich ist dies 



(-i) 



.+1 n r{n+l) 



2»+' n+m+3 n—m+l ' 



2 2 

also der ganze zu betrachtende Ausdruck 

f+V r(n+l) 

2* j^ n+tn+1 ^ n—m+1 
2 2 

was er auch sein sollte.] 

Zur ferneren Umgestaltung benutze man die Gleichung (b) 
des §. 55, aus der, wenn man x = a und a = macht, folgt, dass 
für <y = unser Integral mit dem Factor (n+m+1) gleich ist —«mal 
dem Differentialquotienten desselben Integrals, in dem nur m+1 
durch m ersetzt ist. Wird noch ausserdem der Logarithmus durch 
seinen Werth — tarccotg« ersetzt, und flir iu die Veränderliche« 
eingeführt, so verwandelt sich die (—1)** Potenz des Nenners in 

n TJ {«'-'cosii |V---l)*cos«Hidu; 

u 



(ir = ö) ; ^0 < arc cotg « < "o )• 



2 

Diesen Ausdruck setze man in An ein, so wird difese GtCme 
gleich dem Wertfae des Differmtialquotienten einer anderen nach # 
oder nach «# fUr « =s 0« Macht man 

SO hat man endlich 
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.»+1 "=" 



cosmtfdl 



nB, = (-1)"+'« 2 (-l)"alP*(co8Ö)Pl(co8Ö,)co8»MpX 

Nachdem jetzt die zu summirende Reihe zweckmässig in der 
Art umgeformt worden ist; welche am Anfange dieses Paragraphen 
angedeutet wurde^ so kann man zur Summation übergehen. Da 
der im §. 42 mit ^f^ bezeichnete kritische Winkel , welcher bei 

der imaginären Substitution vorkam, jedenfalls über — liegt, und 

II unter — bleibt, so ist diese Substitution hier gestattet, und 

daher nach §. 58 das Product aus cosmti in das Integral nach i 
eleich 

^ (f+cos(i/-u)|/^^=:i)-+* 

Vereinigt man in dem Ausdrucke von B alle Glieder, welche den 
Index m enthalten, betrachtet also 

2 (— l)"'a;Pi(cosö)Pl(cosö,)cosfii<|pmü, 

••=0 

und setzt 

cosmf)cosmtl = 4cosm(tl+9>)+lco8m(tf — 9>), 
so wird die Summe nach m gleich 

iP"(«)+lP"(/9), 
wenn zur Abkürzung 

a = cos cos 0^4* Bind sin d| cos (i< — <p), 
ß= cos0cos0^+8in^Bin^iCos(t/-|-^) 
gemacht ist Es verwandelt iioh dadurch 2nBn in 

vermehrt um den Ausdruck, welcher im übrigen dem vorstehenden 
gleich ist, in dem nur /9 flUr a vorkommt. Führt man in dem 
letzteren — I fiir < ein, wodurch P^(ß) in f^{a) übergeht, so fin- 
det man endlich 



— » 
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wenn U die Snmme der beiden durch die nachfolgende Formel mit 
doppekem Zeichen dargestellten Ausdrücke ist: 

(h^ /'arccotg/8 (a^cOBU ^O^—lfdu 

4 ((» + COB(ll±tOl/e^-=l)*+* ' 

Durch Vergleichung derselben mit den im §. 75 vorkommenden 
Formeln erkennt mau leicht^ dass (b) eine Function Q" darstellen 
wird; da der hier vorkommende Fall dort nicht genau in gleicher 
Form auftritt; so möchte es zweckmässig sein; die allgemeine Me- 
thode; welche man dort kennen lernte; dem vorliegenden speciellen 
Falle anzupassen. Setzt maU; wie im ersten Falle des §. 25; p. 65 

acosic + l^a* — 1 

C08W = ' ; 

(j+costt? ya^ — 1 

sinio 
a+costf? }/<;'— 1 

— cos« ]fa^ — 1 = , , 

a + cosiü yo —1 

- idv 

du = 



Sinti = 



<;+costi? Ya^ — 1 

so wächst V von bis oo , während u von bis zur oberen Grenze 
zunimmt; der Zähler des Ausdrucks unter dem Integrale wird nach 
der Substitution idv; der Nenner die (n+1)^* Potenz von 

wenn man 

y = ^o-f cosif y^ß* — 1 ya^ — 1, 

co8;i; l^y* — 1 = q /a* — 1 + cosit.a y^* — 1, 

sln^ /y* — 1 = sini< Yq^ — I 
macht. Nun ist ;/ negativ reell und 7>l, indem q, c rein imaginäre 
positive Grössen bezeichnen; daher wird y^ — 1 positiv; wenn man 
y^y' — 1 wie bisher immer mit demselben Zeichen wie ;', d. h. mit 
dem negativen nimmt; so zeigt sich dass cos;|f reell und positiv, 

sin/ gleichfalls reell; also x r®®^' und <+-^ ist. Es reducirt sich 

folglich die Summe der zwei Integrale in (6) oder U auf 

dv 



.r ^^ _ 1./" 



J (y+co8(/+ic))/p-l)-+* i (y+coB(;f-tr)|/y'-l)"+*' 

Htioe, Ilandbucb d. KugdAincUonen. 22 
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d. h. anf 



'f 



dv 



(r+coBix+it)^/-^) 



•+• 



oder wegen des Werthes / <1 +-r-| welcher die iroaginire Sab- 
stitation (p. 110) gestattet^ auf 2i0*()^). So findet man endlich, da 

wo übrigens — ^ positiT und grösser ak 1 ist, 

iiÄ. = -y/^(«)(?"(-r)A. 

Gebt man auf S surttck, so ist es der Differentialquotient eines 
Ausdrucks, der C beissen mag, nach s ftlr i = 0, also 

(*)... S = g, (* = 0), 



c=-r^''+ 



•^J"r{a)Q'{-r)dt. 



«=<i 4n ^^ 

Die letzte Reihe kann man durch die schon hfiufig benutzte For- 
mel (14) anf p. 39 summiren, und dadurch C in 

c= 1 r ^* 



▼erwandeln, wenn nur Jlf(a+ya'— 1) < lf(y+ Vy*"~ ^) wird; diese 
Ungleichheit findet in der That statt, wie sich durch ein Verfahren 
zeigen lässt, welches dem auf p. 318 bei ähnlicher Gelegenheit an- 
gewandten entspricht. 

[Man macht a = pco8g+t yp* — Isinqf, d.h. 

pcosg = cosdcos0|+8in^<sin^iCOS9>coBi/ 

yp — Ismjf = sm^sina^sm^ — : — ; 



es ist dann Jlf(a+}^a' — 1) =P + yp* — !• Wir zeigen, dass p im- 
mer ^cosit^ welches zur Abkürzung is sei. Zunächst wird für s=l 

pcosf = cosdcos^i +sin&sin0| cos 9), 
^p'— lBing = 0, 
also Bin9=0 und p genau 1, also ==«• Dass ferner bei wachsen- 
dem z und festgehaltenem d, etc., p nicht >• « werden kann, lässt 
sich folgeudermassen zeigen: Macht man 
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GO80eoB#i « a, 
und sind^ = b. 



80 w&re sonst 

a+frcos^.« <! 8COS9, 

ftsiny}^»*— 1 < sinf y»" — 1, 
d. b. bBiD9<!sinf, also 

ffrcos^-l — j +6'sin"y 

>6*+2-— cos9)+-T, 

d. b. es mttsste 1 die dritte Seite eines Dreiecks übertreffen, dessen 

eine Seite 6 = sind sind,, dessen sweite = — <C cosdeosd, ist. 

Dies kann nicht geschehen, da a+b^l. Es bleibt daher p unter 
», oder p+l^p' — 1 unter ä+V»* — 1, während die negativ reelle 
Grösse y, selbst für a = noch absolut grösser als %, daher 

wird. Die obige Summation ist also gestattet.] 

Man hat nun, wenn für q und <f die ursprünglichen reellen 
Grössen Q = ri, a = si eingeführt werden, wodurch — y sich in 
rf+cos</yr'+l|^«'+l verwandelt, für C den Werth 

{d) ... -4n'C=^ 
dt 



j- 



r*— co8Öco8Ö,+co8t/(/?TTyV+T— sindBinöjCos^p)--sinösinö|Sinysintl 
Nach den Entwickclungen des §. 42;p.ll5, da r«— cosdcosd^ nicht 
immer positiv bleibt, wohl aber das A-^B der Formel (31, a), [nämlich 

4 + B = r* + yp4a}/*»+l — (coeöcosö.+sinösinöjcosy) 
ist positiv, weil die zu subtrahirende Grösse nie 1 überschreitet], 

wird nun 

c% %n '^ . r« — cosÖoosö, /^ ^ ^ ^\ 
-2n'C=-g-aw5cotg ^ ^, ^0<arc<y^ 

wenn ri -^cosdcostf^ positiv ist, im anderen Falle 

1 / , COSÖCOSA ^-^TM \ 

= -£ (.arccotg -^ n). 

Die positive Grösse £ beEeiofanet hier folgenden Aasclmck 

i;'=r'+«*+8in'ö+Bin*d, +2« cob0cos0, —2^?+iY^^ma^fm9^ cosy« 

22» 
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ist also die geradlinige Entfernung der Punkte {r, d^yß) und 

E 



($, n—O^ , ^tf^), Da im zweiten der obigen Fälle mit + ■=■ eine Grösse 

ff 

multiplicirt wird, die zwischen — und n li^t, so fasst man beide 



Formeln in die eine zusammen 

/*^N « irY 1 X r#— cosöcosö- 
(11)... — 2«'C = -garccotg ^ '-, 

in welcher der arc positiv, zwischen und is genommen wird; man 
füge noch die Gleichung aus p. 338 hinzu: 

(ll,a)... S = ^, (* = 0). 

Den Werth S setzt man schliesslich in ¥„ ein. Eine Ausführung 
der Differentiation, nach der man $ = machen kann, bietet offen- 
bar nicht die geringsten Schwierigkeiten dar, aber eben so wenig 
einen Umstand, der hier von Interesse wäre. 

Der besondere Fall, in welchem f(ßy^) von yf unabhängig 
ist, und in dem es mit f(0) bezeichnet werden mag, erlaubt noch 
eine weitere Keduction unserer AysdrUcke, da nun f vor das in- 
nere Integral tritt, und K« auf p. 333 sich in 

ü 
verwandelt, wenn 

Sd% 
u 
gesetzt ist. Offenbar wird, entsprechend (11, a) 

® = g, (,= 0) 

wenn man 

Cd% 
u 
macht; während C auf arc cotg führte, wird S, wie gezeigt werden 

soll, ein elliptisches Integral geben: ist dieses gefunden, so kann 

wie in dem allgemeineren Falle, die Rechnung abgebrochen werden. 

Am bequemsten kommt man zum Ziele, wenn die Integration 

« 

nach t/;^ an C in der Form (d) ausgeführt wird, zu welchem Zwecke 
man den Nenner des Integrals, der bisher nach cos t/ und sin« 
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geordnet war^ d. h. die Form hatte 

a+bcosii+ceinit 

wo a, b und c kein t enthielten; nach %p^ , oder wa8 hier genügt 

nach q> auf 

a+bcoBq>+csinfp 

bringt, wo 

a = r* — co8Öco8Öj + /r'+l}^?+Tco8»< 

b = — s\n^s\n^^ co8i< 

c = — sin dein ^^ 8in it 
gemacht ist, und a, b reell, ersteres selbst für * = positiv, c rein 
imaginär wird. In ähnlichen Fällen haben wir schon < früher das 
allgemeine Prinzip erwähnt, nach welchem eine solche Integration 
nach q) = tp — tf/^^ statt nach tfj^ , von bis 27t ausgeführt werden 
kann. Man erhält dann aus p. 132 

/^^ d^p _ 2n 

^j a — icosy — csin^ ~" y'a' — 6' — c*' 
wo 

a'— ft'— c* === (r5— cosöcosÖ, + y'P+l |^?+lcosiO'--ßin'ösin'(?, 
offenbar noch fUr $ = positiv bleibt. 

[Setzt man nämlich a* — 6'— c' = JI!f', indem man §.47 den 
ersten Fall beachtet, nimmt M positiv, und 

a = M.x 

b = M, y'o?*— 1 co8;|f 
c = Jlf .]/aj*— 1 sin;|f, 
so ist X positiv reell und grösser als 1, also cos/ negativ reell, 
und sin;!; rein imaginär mit dem Zeichen von — sinii; es hat also 
X die Form n+iv wenn e eine rein reelle Grösse ist, welche das 
Zeichen von t besitzt etc. ete. 

Bequemer führt Jacobi's Ausdruck auf p. 133 zum Ziele. 
Die Bedingung (c) dort, welche hier erfüllt wird, verwandelt sich 
nach unserer Bezeichnung in 

a 
In der That ist 

a+6 = r* — co8Öcosöj + cosi^(]V+ly^*'+l+8inösinöj) 
selbst noch für ( = positiv.J 
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Man hat nun flir S seinen Ausdruck durch ein elliptischei 
Integral 



/. 



dt 



/yrM^y7+lco8i<+ri-<50s(ö— tf , ) • j/yP+iy?+lcosi<+r*— coB(ö+tf, ) 

gefunden ; dieses kann man durch bekannte Transforniationsformehi 
wie sie z. B. Luchterhandt im 17% Richelot im 34***^" Bande 
des Crelle'schen Journals angegeben hat, in die canonische Form 
der elliptischen Integrale bringen. Zur Abkürzung setze man 

p = reosd m = scosd^ 

q = yr'+l sin » = yT+Isinö^, 

und hat so Grössen eingeführt^ deren geometrische Bedeutung man 
leicht erkennt. Führt man im Integrale costl=: y statt I ein, so 
entsteht : 

wo a s= 1 , J = —1 

_ cos(ö+ö,) — n 

Dann wird 

dx 



1 /**! 



*o 



Vi— a?'yT— ür'a?* 
wo Xf^, x^^ hy M folgende Werthe annehmen : 

., _ 4ft^ _ _^ 

cos ö cos Ö, — rt 
X, = ^ 



* |/P+I|/?+T --sine Bin e, 
Hier sind zwei Fälle wesentlich zu unterscheiden: 

1) Ist d?| negativ, so wird erhalten 
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_ rf — coB^eoi^t 

weaa IT, wie üblich , das ganse Integral beseichnet. 

2) Ist x^ positiv/ Bo wird das Integral von —1 bis o^j gleich 
einem von, —1 bis oder Kj yermefart um eines Yon bis a^j. 
Man findet also 

cosöcosög — r$ 



y?+l i/?+T -- sin ösin ö/ 
wodurch auch der besondere Fall erledigt ist. 

^ §. 15. Es bleibt noch übrige die Art mitzutheilen auf welche 
der Nachweis gelingt^ dass die Entwickelung von BT nach Kugel- 
functioneU; wenn sie auch wie im §. 9 unter der ausdrücklichen An* 
nähme erfolgt ist, dass d nahe Null sei, noch für die übrigen Werthe 
▼on gültig bleibt. 

1) Setst man tang-^ = u, wodurch 

Sinö = 7-j F, COS^ = r— 3 

1+tl 1 + » 

wird; so verwandelt sich R und Jl' in eine Function von u, welche 
endlich; monogen und monodrom bleibt so lange u Werthe annimmt; 
die sich höchstens um eine wenn auch kleine Grössd über die 
Achse des Reellen erheben oder unter dieselbe herabsinken ; also, 
um dasselbe mit anderen Worten zu wiederholen^ so lange u nicht 
aus einem wenn auch schmalen Streifen S heraustritt , der in un- 
endlicher Längenausdehnung die Achse des Reellen umgiebt. In 
der That ist dies wie bekannt der Fall; wenn es einen solchen 
Streifen giebt; in dem R nie verschwindet Es kann aber R für 
kein reelles 0, also für kein reelles « verschwinden; wml sonst 
zugleich 

wärC; was unmöglich ist; da die Punkte {x,y,z>) und (x^,y^JZ^) 
verschiedenen ellipsoidischen Flächen angehören; wenn man r und 
r, festhält; und 6 und xp, auch 0^ und ip^ alle möglichen reellen 
Wertho giebt. Hieraus folgt unmittelbar; das für jedes festge- 
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haltene r, r^, 6^^ \p^^ ffß nur solche » die Grösse R zu Null machen, 
welche nicht auf der Achse des Reellen selbst liegen, so dass ein 
Streifen a mit derselben Eigenschaft noch existii*t/ wenn man auch 
^17 V^i; ^ ^^ möglichen reellen Werthe giebt. Setzt man fest, 
dass fUr ein reelles u immer R die positive Grösse sei; so ist R 
im ganzen Streifen a vollständig bestimmt. 

2) Die Grösse K^ , in der 6 durch u ersetzt ist, wenn u ir- 
gend einen ihm in a zukommenden Werth hat, lässt sich nach dem 
Satze von Dirichlet immer in eine convergente Beihe von Kugel- 
functionen in Bezug auf d^ und %p^ entwickeln, so dass 

1 «=00 

WO ?)* als Doppelintegral durch §. 98, d gegeben ist Die erwähnte 
Formel liefert, wenn man die dortigen Zeichen beibehält, die Ent- 
wickelung einer Function f(ö, t^) nach Kugelfunctionen in Bezug 
auf 6i^\ ist t> ein in /'vorkommender Parameter, in Bezug auf 
welchen f endlich, monogen und monodrom bleibt, wenn t nie aus 
einem Baume a heraustritt, so ist dasselbe mit md^ f(d^ , V^JP^icosp^) 
der Fall, also mit dem Integrale nach %lß^ und d^ zwischen end- 
lichen Grenzen und n resp. 2fr, also mit dem «**" Gliede der 
Entwickelung von f(6, ^ff). Hieraus folgt, indem man statt e, 6, fff 
hier u, 0^, ip^ und 

/•(ö.,tp.) = l 

setzt, dass ?)* endlich, monodrom und monogen nach u in dem 
Streifen a bleibt. 

3) Ist u reell und nahe Null, so kennnt man den Werth von ?)* 
aus §. 9 Gleich. (8, a), und sieht dass es eine ganze Function 

^tcn Qrades von sinö und cosö, das dortige — F* ist. In u um- 

e 

gesetzt, wird es eine rationale Function von u, die endlich bleibt 
wenn man die Breite von a, sollte der Streifen sich bis auf +i 
ausdehnen, in einem schmaleren S zusammenzieht. Es wird daher 
für alle u des Streifens S, — für uns genügt dass man weiss für 

alle reellen u — die Function ^* mit — F" übereinstimmen. 
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§• 16. Zürn Schlüsse dieses Kapitels ist noch das Historische 
über die hier behandelten Aufgaben mitzutheilen. Lara^ hat Rir 
die dreiachsigen ElKpsoide im 4'^'' Bande des Liouville'schen Jour- 
nals vom Jahre 1839 die hier in Frage kommende Aufgabe aus 
der Wärmelehre gelöst^ welche wie man sah^ mit der andern ^ im 
§. 12 behandelten übereinstimmt: das Potential; wenn es an der 
Oberfläche des Körpers gegeben ist; ftLr innere Punkte zu finden. 
Auf die erste Abhandlung, welche die ungleichachsigen Ellipsoide 
behandelt; aus deren reichem Inhalte bereits in der Theorie Man- 
ches mitgetheilt wurde, und von welchem man noch Weiteres im 
folgenden Kapitel erfahren wird, Hess er in demselben Bande eine 
zweite folgen, in der er zeigt, wie die allgemeinere Methode sich 
für den speciellen Fall des Rotationsellipsoids gestaltet, — wie die 
im allgemeinen Falle auftretenden Producte der E sich in Producte 
aus trigonometrischen Orössen mit fertig gebildeten endlichen Rei- 
hen verwandeln. Somit ist die erste Lösung dieser Aufgabe auch 
für die Rotationsellipsoide von Lam^ geliefert. 

In seiner Inaugural-Dissertintion, die im April 1842 erschien, 
darauf im 26**^'^ Bande des Cr eile' sehen Journals vom Jahre 1843 
hat der Verf. dieselbe Aufgabe bebandelt, indem er das Rotations- 
ellipsoid zum Ziele nahm, und sie durch die Methode, welche im 
§. 12 angegeben ist, löste. Ans den Resultaten dieser Arbeit ist zu 
erwähnen, dass die bei Lama auftretenden Reihen sich hier als 
die JPl erwiesen. Dadurch dass man die bekannten Eigenschaften 
der P anwandte, bekamen die Endformeln auch in anderen Thei- 
len eine bessere Form, indem bei Lam^ z. B. in den Nennern un- 
ausgeführte Integrale auftreten, die bei uns durch ihre einfachen 
numerischen Werthe ersetzt werden konnten. 

Das Resultat in der Form wie der Verf. es fand hat Lam^ 
in seinem Werke: ^Sur les fonctions inverses^ vom Jahre 1857 ab- 
geleitet; der Theorie der Anziehung oder Wärme ist in dieser Schrift 
nichts wesentlich Neues hinzugefügt worden. Liouville bemerkt 
in seinen Arbeiten aus dem Jahre 1846 im XI. Bande seines Jour- 
nals S. 217— 236 und 261 — 290 gleichfalls, dass die besprochenen 
Functionen die P^ sind, und ftigt am Schlüsse hinzu, dass er die 
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dort veröffentlichten Untersuchungen schon vier Jahre früher voll- 
endet habe*}. 

Dieselbe Aufgabe für den äusseren Punkt (Aufsuchung von 
F« des §. 12) hat der Verfasser suerst gelöst 

Neu mann gab der Function Qm, welche in K« vorkommt, 
und bei dem Verf. als hypergeometrische Beihe angewandt wurde, 
im S?**""" Bande des Grelle'schen Journals die Form des §.59, feiv 
ner verbesserte er Lamd's und des Verfassers Arbeit über F» in 
einem Funkte (im §• 12 ist derselbe hervorgehoben) , indem er das 
Verschwinden gewisser Constanten, wenn die Eccentricität imaginär 
ist, strenge nachwies* Zwar hat der Verf. im 29***^" Bande des 
Grell e'schen Joum. nachträglich einen wohl genügenden Beweis 
hierfür geliefert; dieser ist aber viel umständlicher, und sicherlich nicht 
so naturgemäss. N e u m a n n hat auch den magnetischen Zustand eines 
Ellipsoides bei vertheilenden Kräften bestimmt. Zur Entwicke- 

lung von -^ auf die es, wie man weiss hierbei ankommt, bedient 

er sich nicht der im §. 9 angewandten Methode sondern derjenigen 
welche im §.13 auseinandergesetzt wurde, indem er des Verf. ur- 
sprüngliche Bestimmung von F» und Va durch Integration der Dif- 
ferentialgleichung J*Vz=0 zu Grunde legte. 

Die Methode des §. 9 zur Entwickelung von Jt'' nach Kugel« 
fnnctionen beruht auf den Prinzipien, welche der Verf. im 42**" 
Bande des Cr eile' sehen Journals bei der entsprechenden Aufgabe 
fllr das dreiachsige Eliipsoid kurz mittheilte; Bedenken, welche 
ihre Anwendung erregen konnte wenn q zwar grösser als f^ war, 
aber nicht so gross dass die Reihe für (a — ßy^^ im §.9 für alle0 
convergirte, sind durch §.15 beseitigt Das kurze Verfahren des 
§. 10 erscheint hier zum ersten Male. 

Ueber die Aufgabe des §.14, die Kreisscheibe handelt ein 
Aufsatz des Verf. im Monatsberichte der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854, S. 564 — 572. Dort ist nämlich angegeben, dass die 
Summation der botreffenden Beihe auf arctang führe; es sind aneh 
die Mittel erwähnt, durch welche die Summation geschidit, und 

*) Cesi dans les quatre derniers mots de Tann^e 1842 qne j^ai commenc^ 
0^ ter]i|iD<$ tovtefl o«a recfaerokos etc. 
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die BeBttltete wdcbe sie versolieffeii. JEüaer Bcbriftliehen Hittlieiliiiig 
des Herrn Lipsohits verdanke ich die Nacbricfai, dase der Theil 
meines Resultates, welcher den allgemeineren, hier in der Formel (11) 
enthaltenen Fall betrifft, bei einer von ihm angestellten Prüfung 
sich unrichtig gezeigt habe, so wie die Angabe des richtigen Re- 
sultates. Den Fehler, welcher in einer Redhnung vorkam , die im 
Monatsbericht S. 568 nur beschrieben nicht ausgeführt wurde, und 
welcher dadurch entstand, dass bei einer Summation (in unseren 
Formeln der nach m) die Summenzeicheu sich auf zu viele Glieder 
erstreckten — aus diesem Grunde sind auch die Resultate im epe- 
ciellen Falle richtig geblieben — , habe ich hier verbessert. Es ist 
unterdessen eine denselben Gegenstand betreffende Abhandlung des 
Herrn Lipschitz im öS»***» Bande des Borchardt'schen Journals 
S. 1— 53 erschienen: „Beiträge zur Theorie der Vertheilung der 
statischen und der dynamischen Electricität in leitenden Körpern.^ 
In derselben werden die Q, welche im Nenner auftreten, wie es 
im Monatsberichte oder hier geschah, durch ähnliche Ausdrücke 
im ZäJüer ersetzt, so dass dort gleichfalls die Formel für nB» auf 
S. 335 den Ansgaagspunkt bildet, nur mit dem Unterschiede^ dass 
Herr Lipschits sam Ausdrucke von sich des Nenmaan'scbeo 
Integrals statt des m den Arbeiten des Verf. benutzten bedient. Nun 
wird die Summation ausgeführt, und glebt ein Doppelintegral, des- 
sen Werth Herr L. direct Air eine besondere Lage des Pnnktes 
beetinunt. Er errftth dann den Werdi desselben im allgemeinen 
Falle, und verificirt das Resultat, indem er es in die IKfferential- 
gleichung einsetzt, durch die bekannten Mittel. (Man vergleiche 
Dirichlet's Arbeit im 32*^«» Bande des C relle'schen Journals 6. 80: 
],Sur nn mojen g^n^ral de v^riBer Texpression du potentiel relatif 
ä une masse quelconque, homogene ou h^t^rog^ne.^) Die Abhand- 
lung im Monatsberichte erforderte complicirtere Rechnungen, um 
die Formel Dir den speciellen Fall in eine zweckmässige Gestalt 
zu bringen: die Rechnungen zu der dort richtig angegebenen End* 
formel wurden im 53'*^" Baade des Borchardt'schen Journäl's*), 

^ Dfti RaduetioB der eUifitiflGheii Integral« in ihre kanonisohe Form, 8.199 
W0 230. Daselbst ist bei der ZnsammeosteUung der gefundenen Formeln 8. 228 
irrthflmlioh der Modulus k Bi k^ gesetst worden. 
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wenigstens ftar den Fall eines positiven r^—cos^cosdi ToUstiUidig 

abgeleitet. In 4er gegenwärtigen Arbeit führten , wie man sab, 

viel einfachere Bechnungen zu demselben Ziele. 



Drittes Hapitel. 

Das dreiachsige Ellipsoid. 

§. 17. Nach den Auseinandersetzungen der vorigen Kapitel 
übersieht man, dass es nur darauf ankommt eine geeignete 
Entwickelung der reciproken Entfernung zweier Punkte 
aufzufinden; um dann sogleich die Anziehung einer von zwei drei- 
achsigen Ellipsoiden begrenzten Schale mit gegebener Hasse auf 
einen äusseren oder inneren Punkt ermitteln zu können. Diese 
Entwickelung wird hier nach der Methode des §. 9 vor- 
genommen, nach der zweiten Methode im §.23. Wir setzen 
X = rcosö, x^ = r^ cosöj 

y = ]V— 6'sinöcosi//, y, = ]/rJ— fc'sinö, cosv'i 

s = |/r'-— c'sinösin tp, », = yrj— -c'sinö, sin^, , 
nnd denken uns b und c entweder beide reell und positiv oder beide 
rein imaginär und positiv, ferner 

c>b; r>r^. 
Hält man r und r, fest und ^ebt 0, iff, 0^ , % alle Werthe von 
bis n oder resp. bis 2n, so stellen also x, y, », und x^ , y^ , »^ , die 
rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte P und P, vor, welche 
auf zwei confocalen Ellipsoiden liegen, P anf dem grösseren mit 
den Achsen r, yr^—b*, }/r*—c*, und P, auf dem kleineren dessen 
Achsen r, , y'rj — fc', "^r^^-^c^ sind. 
Indem wieder 

R = y(x^x,y+{y'^y,)'+{z-z,)* 
gesetzt und R positiv genommen wird, soll nun die Entwickelung 
von R~ nach Kugelfunctionen in Bezug auf d und fp vor- 
genommen werden, wobei sich aus dem Resultate zeigt, dass diese 
zu gleicher Zeit eine Entwickelung derselben Grösse nach Engel- 
functionen in Bezug auf 0, und V', ist. Man stelle sich wieder 
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nahe an Null vor; weil die Gültigkeit derselben Entwickelung für 
andere d 6 ich später sehr einfach ergiebt. 

Man drücke nun^ wie im §. 9^ K~ durch ein Integral aus, 

wobei man sich vorläufig d so klein denkt dass x — x^ positiv ist. 

Macht man 

« = a? -}-iy cosi}+tA sini?, 

/S = a:j+fyjC0si7+t»iBin^, 

so hat man 

(^)--- Ä-=y ^- 

Die Grössen a und ß sind nicht der Art wie die entsprechen- 
den Grössen in der Untersuchung über die Rotationsellipsoide ge- 
bildet, dass nämlich P^(ß) oder 0'*(a) unmittelbar eine einfache 
Entwickelung nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von rp^ oder 
rp gebe; dividirt man aber in (a) Zähler und Nenner unter dem 
Integrale durch 

|^6'cos*J?+ c'sin*i? 

und Botst 

a 



d = 



1^6* cos* 17 + c* sin* I? 

ß 
j/fc* cos* i? + c' sin' I? 



so dass (a) in 



(6) 



3^ dfl 

— — I y6*co8*iy+c*8in*iy 
R ^ y — d 



ü » 

übergebt, so kann man diese Formel behandeln wie (b) im §.9« 
Es wird dann 



r ^ , iVr*— 6*cos^ . ^ 

y = , =*coscyH — t- ■ ■ > *Rinöco<^^^j 

Vfc*cos*jy + c*Bin*f? y6*co8*i7 + c*8in*i? 

j^ tyr'—c'sin^ • ä • , 

^"Ttt — ^ , »singaini/^, 

yft cos J/ + C sm ly 

während J aus y durch Vertauschung von r, ö^, %fß mit Tj, ö^, t//j 
entsteht, um die Grössen y und 8 leichter mit den ähnlich ge- 
bildeten % des §.66 und 67 zu vergleichen mache man 
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y 6* cos* fi+c^ Bin* jy y6*co8*iy+c*Mn'^ 

y 6* cos* fl + c* 8in* f/ y fc* cos* i? + c* sm* ^ 

,,.^1'r. . -ir-i^-x. /F7'7^ =^lFi.b,„ 

y 6 cos I? + c sin i? y 6 cos ^ + c sin ij 

und findet 

y = I cosö +y|* — Isinö C08(;f — V')! 

d = Jjcosöj+y^f — l8inÖ,cos(;rj — Vi). 

Für hinreichend kleine ö kann man (6), wie den ebenso nu- 

merirten Ausdruck des §.9; in eine Beihe entwickeln; und erhält 

(12) ... i=Tr-, 

2n J "^ ^ ^^ ^^ yfc*c08«J7+c*8in*i7 
Für /^(J) und 0''(;/) setze man ihre Reihen, und zwar ist in Bezug 
auf Q der Fall ad 1 oder ad 2 des §. 75 zu beachten, indem | bei 
reellem b und c reell, und bei hinlänglich kleinem auch ^c€mO>l, 
bei imaginärem b und c aber § rein imaginär wird. Man hat daher 

r(a) =Ta:p:(cos0jp:(i,)co8i«(;f,- Vi), 



M=3|| 



(2n+l)Q'(y) = 22 (-irP:(co8Ö)(?:'!(|)c08m(;f-V»)+3> 

wenn mit 3 der Theil der Beiho roa (2n+l)0"(y) bezeichnet wird, 
dessen Glieder wie die des ersten Theiles gebildet sind, aber ein m 
enthalten, welches n übersteigt; das Glied, welches m = entspricht 
ist halb zu nahmen. 

Es wird im §. 19 nachgewiesen, dass 

(c) .. . rv(^>3 j,, ' /^ ,., 

verschwindet, wodurch Y', wena man den Theil von 0> wel- 
cher za 3 &ddirt (2n+l)0"()') ansmacht, T aennt, sich anf 

du 



(^- ^ = 4/"'-<'^)^^^ 



j, yPcösVH- c' sin* *? 

reducirt, also zur Gattung P" in Bezug auf und V' and 
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ungleich in Btzxag auf &i und ^^ gehört, wie oben be- 
hauptet wurde. Bei der Behandehing der BotationaeUipsoide trat 
zwar auch ein solcher Theil 3 ^^^9 ^^ ^^^^ ^^ ^^^ besonderen 
Fall 6 = c auch ;|f =jf, =17 wird, und F*(J) trigonometrische Functio- 
nen nidit höherer als des n^*" Vielfachen Ton Xt entfaftlt, 3 ^^' 
gegen nur höhere Vielfache als das n** von;i;; da femer fÜT b = c 
auch yt* cos* fi+c*Bm*fi von 1? unabhängig wird, so ist flir den be- 
sonderen Fall das Verschwinden des Integrals (e) klar. Wir über- 
gehen, wie gesagt, in diesem Paragraphen den Nachweis, dass (c) 
auch hier yerschwindet, und beschäftigen uns mit {d), welche Glei- 
chung wir in eine bessere Form bringen. 

Denkt man sich fllr P^{9) und T ihre Werthe gesetzt und die 
Multiplication ausgeführt, so entsteht eine Summe von Gliedern, 
von denen wir irgend eines in's Auge fassen, nämlich das welches 
aus Multiplication des m}^ Gliedes in P mit dem p*^ in T hervor- 
geht. Dieses enthält einen Theil der vor das Integral tritt und mit 



/ 



*'^''fiI(>i)Q'(l) ^^^*^^^' "" Vi) co»p(a; --y)<^? 



y y6*cos*i?-fc*8in*i!? 

mukiplicirt ist; dieses Integral wollen wir jetzt betrachten. Statt 
der Grenzen und 2«i kann man zwei beliebige um 2n sich unter- 
scheidende, z.B. — ^ und -^, wie es hier geschehen soll setzen, 

weil die Function unter dem Integrale sich nicht ändert, wenn man 
in ilff 1? mit 2n+^ vertauscht; man zerlege dann das Int^^l in 

eines von — — bis — , und eines von — bis — welches letztere 

1t ft 

man durch die Substitution 17 = 11+^ auf die Grenzen — — und — 

A A 

bringt. Für Werthe von 17 welche sich um n unterscheiden, blei- 
ben § und || dieselben, unterscheiden sich die entsprechenden x 
oder Xi ^^ ^i ^ ^i>'<l ^^^ ^^ zweite Integral gleich ( — l)*'*'''mai 
dem ersten, so dass das ganze Integral zwischen und 2n gleich 

dem doppelten von — ^ ^^* ~^ ^"^^ wenn m-f-p eine gerade Zahl 

A A 

bezeichnet, und dass das Integral verschwindet so oft m+p 
ungerade ist. 
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Löst man durch die elementaren Formeln ooBm(xi^yfi) und 
co8p(a: — ^) auf, so befinden sich unter dem Integi*ale vier Glieder, 

die ans dem Producte von «ysiyv^ys; resv- in 

yo cos jy + c'sm^ 

cosmi//, cospV'cosfiijfi cospji;; sinm^i cospi^ ^^^t ^^PXi 

cosmVt sinpi//co8m;|ff Binp;^,- Binmip^ ünpxp Binm;i;i Biupxi 

bestehen ; für entgegengesetzte ti bleibt | un veränderl^ und x ändert 

sein Zeichen, nicht seinen Werth. Daher verschwinden das zweite 

und dritte Integral zwischen den gleichen und entgegengesetzten 

Grenzen — 5- und — , und nur das erste und vierte bleiben übrig, 

die man dann auch zwischen und — nehmen und verdoppeln 
kann. Unser Integral ist also 



n 



ä /*2 nü/j. x^n^j-v cos iwy, cos pydi? 

4cosmV;,cospW K(^i)Qp{^)'fü » . V- « 



(j 

TT 



y6 cos iy + c sin 17 

t Ä * . • /*^n«/f. \i^n,f,, sin my. sin p;|fdJ7 
+ 48inmv/i8inpi/y Pm(S,)Op{|) ^i /-^ '^ 



„ y^'^ cos* fi-\-c^ sin' I? 

wenn m+p eine gerade Zahl bezeichnet, dagegen Nnll für ein un- 
gerades iit-fp* Nennt man diese Grösse 4ilp, so wird 

r'* = ~-s(-i)''a:p:(cosöjp;(cosö).i;:, 

y^m,p 
•die Samme von m und p gleich bis n, aber nur über die gleich- 
artigen m und Pf und für p = 0, nicht aber für m = die Hälfte 
genommen. 

Es bleibt noch übrig, die Grösse Ay welche |> || , % ^^^^ Xx 
enthält, so zn transformiren, dass sie direct durch die gegebenen 
Stücke r und r^ ausgedrückt wird. Man behandele zu diesem 
Zwecke 

1) Die beiden Producte 

PZ (£4 ) cos mx, , P« (li ) sin mXy , 
Functionen wie sie früher durch Cm und S» bezeichnet wurden, 
deren Ausdruck durch die Stücke §,, l/|* — 1 cosj;, , }^II— 1 ÄVkXx 
man §.71 und zwar in doppelter Form findet, einmal als endliche 
Beihc; dann als Integral. Wenngleich wir nur die zweite, Form 
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benntzen wollen ; bo mag doch zur besseren Uebersiebt die erste 
hier gleichfalls aufgeführt werden; verbindet man, um eine ge- 
meinschaftliche Formel zu erhalten, die beiden umzuformenden 
Producte durch +t so wird 

d. h. (indem man für ^^ und Xi ^^^^ Werthe durch r^ und fj ein- 
setzt), gleich dem Producte von 

(]/6' cos* J? + c* sin* iy)" 
in die Reihe 

„_- («■— m)(n— m— 1) , a , « • a x « „ 9 , . 
rl "• - ^^ 2(2n'-l) — ^ ^^ ®*" ^^ ' "^ ®*^' ' 

also gleich der —n**^" Potenz der Quadratwurzel }^6*coB*»7+c*sin*i7 
in eine ganze Function von r^ , die zugleich eine ganze Function 
von cos 17 und sin 17 ist. 

Der Ausdruck unserer beiden Producte durch ein Integral 
wird aus der Formel des §.71 auf p. 182 gefunden wenn man dort 

cos ö = Ij 

i sind cos V^ = y|* — 1 cos;|f, 

i sind sin t/; = y^] — Isin;^^ 

s€tzt; nennt man den Integrationsbuchstaben a, und macht 

B = ^1 + ^r] — 6*cos fj cos« + ]/r J — c*sin v^sin a, 
so entsteht die Doppel -Formel 

n.n{2n) n jcosm;!;,^ 1 /^ X^^^*"^) der 

2-^n(n\7n)n(n-m) "^^^'^Ummx, (|/6*co8*i? 1 c*sin*i?)V Uinwa)» 

2) Es folgt jetzt die Transformation von 

Qp(t)(^OBpx, Qp{^)B\npx, 
welche durch (46) auf p. 156 ausgeführt wird. Dort stellte ip, welches 
mit X zu vertauschen ist während | für das dortige x gesetzt wird, 

einen Bogen vor, der im Allgemeinen bis über — - steigen durfte, 
indem bei uns der Fall §. 42 ad 3, in welchem ^ nicht <-- erreichen 
durfte, nicht eintreten kann. Da 17 also auch x iiur bis -^ wächst, 

Heine, Handbuch d. Kugel runcüoDen. 23 
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BO 'darf man die angezeigte Formel benutzen und findet zunächst 

nin+p)n(n-'p) Qn.t)\^OBpx^ p * jeo8pi( 

JT(n).1.3...(2ii+l)^''^^^(siDp;t 7 (|+co8(t(-;^)>/|^)*^'>siniiir 

und hieraus; wenn man 

C = r+}V*— 6^*00817 co8i<+]V— c'sinjy sint* 
setzt ^ für die rechte Seite 

^ j8mpt(j 

Diese Werthe ad 1 und 2 hat man in A!^ einzusetzen und dann 
F in der verlangten Form gefunden; es wird nur erforderlich sein, 
die Bechnung bei dem Theile von A vorzunehmen; welcher aus 
den oberen Zeilen der betreffenden Formeln entspringt, d. h. die 
Cosinus enthält. Dieser Theil von A verwandelt sich nun, wenn man 

j ^ (1.3.,.(2ii-l)V 

^ n(n+p)n{n-p) 
macht; d. h. 6^, = a"; bp = ^üp, in 

2n+l bp 

— ■—- costnxO. cospU/ 

4tn b„, 

multiplicirt mit 



n 



I drij B cosmadaf — ;;^«^ 

— « ^ 

für p = die Hälfte genommen. Es lassen sich aber die beiden 

inneren Integrale von tj = — ^ bis rj = — nach Cosinus der Viel- 

fachen von ?} in Reihen entwickeln; indem sie; mit gewissen Po- 
tenzen von 

yft'cos'jy + c^sin'jy 

multiplicirt; in diesen Grenzen nichts anders sind als Constante mal 

PidJcosm;!;^, O«(^)cosm;|f, 
also sich durch Vertauschung von 17 mit — 1? nicht ändern. Be- 

zeichnet man für den Augenblick zwei so beschaffene; von — — bis — 

gegebene Functionen von 17 mit f^ri) und V(ri)^ so ist die Cosinus- 
reihe einer jeden eine verschiedene; je nachdem man verschiedene 

Annahmen über die Fortsetzung von f und F zwischen +— - und 
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+n macht. Würden wir z. B. die Function 



F(,) ^J'^^^^PilAl 



— ao 



cr+' 



80 entwickeln wollen^ dasa auch über — hinaus noch ^(i;) mit dem 

Integrale Uberemstimmt, so wäre dieses nach §. 58 etwas ganz an- 
deres, als wenn wir, wie hier, festsetzen es solle dann noch F(q) 

(]^&'co8'.7+c'8in'^)-+' n(n) . 1 . 3 . (2n+ 1) ^"^«^ ''°^^ 
darstellen^ wodurch die Entwickelung sich gerade einfach gestaltet. 
Wir setzen deshalb fest, es sei über 17 = +— hinaus 

F {ff) = {-!)" F{n-r,) 

m = {-irf{n-ri), 
n 
und für 1^ < Y sei F(ri) wie oben, und 

/In 

Macht man dann 

F(Ti) = |o^ 4-a, cosiy+a, cos 217+ etc. 

f(f]) = i'b^+b^ cosi7+fc,co8 2iy+ etc. 
wo die Reihe für f(rj) sicher mit bncosufj schliesst, so wird 



71 



/"nv)fiv)d7] =y Fir,)mdn+f"F{fi)f{ti)dn 



o n 

n 2 



= 2f\ri)mdfl 







weil m und p gleichartig sind, also l+(— 1 )"*"*''' = 2 ist. Mau hat also 



n 





femer 



4 f^ 

—J P MfW dv = i «0 *o + «1^1 + «t ^ + etc. ; 



2 /*^ 



u 

n 



4 /*2 

= — y F{ri)QO%qfidfi 



u 

23 
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wenn q mit p gleichartig ist sonst 0^ und 



71 

2 



4 /*^ 

bg = — y f(v)cosqfidfj, = 0, 



u 
je nachdem q mit tn gleichartig ist oder nicht. Man findet' also 

f P{n)fifl)dn = ^''s\f F(ij)cosqndti)(f'rin)coiqnd^), 

U ^~^ ü 

die Summe nach q nur über solche q ausgedehnt; welche tn und p 
gleichartig sind; und für 9=0 die Hälfte genommen. Setzt 
man nun 

TT 

Ug = — / coBqtidtji BTcoBfnada 



n 






- ^ 



so wird der betreffende Theil von A 

(2n+l)^coAfn\p, cosptp^Vj^fT^ 

dem noch ein anderer hinzuzuftigen ist, um A zu geben ; welcher 
statt der Cosinus die Sinus enthält. Der erste Theil giebt als ersten 
Theil von F" 

^(^!Ltl) 2 i-lfbp P:(cosöJco8mvi,Pj(cosÖ) cospyjüUTW^, 

wenn jetzt auch für m = die Hälfte genommen wird. 

Stellen wir alle Formeln zusammen ; so entsteht also das Re- 
sultat: Es ist 

(12) ... ^ = 2 r. 

Um F* auszudrücken setze man 

(13) ... B = rj + ]/rJ — Ä"cosi7COsa + yrJ— c'siniysina 
C = r + }/r' — 6* cos 17 cos U + ^r * — c' sin t] sin ü 

. ,,_ (1.3.5...(2n-l)V 

^14; ... «'/>- jj(„+p^ji(„_p) 
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TT 



(15) . . . r*(r,) = -—/ üo%qfjdf}J B'^cosmada 





n 






ü - 



71 



ti*(rj = — / miqyidrj tTwamada 



ü 

71 






- C-+* 



Dann wird 

(16) ... r = ^^H?±l^ ""Üp'^'Viyfe^^Ccoa Ö,) J^(co8 Ö) X 

91 m=0, p=() 

• 9=11 9=» ^ D \\ 

wenn für »1 = 0, p = 0, g = jedeamal die Hälfte genommen wird, 
also z. B. wenn alle drei zugleich sind nur der achte Theil, und 
man die Summe nur über die gleichartigen »», p, g ausdehnt; sie 
zerfallt also in eine Summe über alle geraden m^ p, 9 vermehrt 
um eine über alle ungeraden. 

Die Voraussetzung dass d sehr klein sein müsse hebt man 
durch eine wörtliche Wiederholung des §. 15 auf, indem man nur 

ad 3 dort — Y mit F vertauscht. 
e 

§. 18. Die Grösse F ist vermittelst (16) durch vier Functio- 
nen, welche von r, und r abhängen, nämlich durch ü, u^ W, w 
ausgedrückt, die den Mathematikern zur weiteren Untersuchung 
empfohlen sein mögen. Jacob i hat sich in zwei Arbeiten über 
dieselben verbreitet, welche man im 15*^" Bande des Grelle'schen 
Journals findet; die eine: Formula transformationis integralium de- 
finitorum ist bereits mehrfach erwähnt worden, die andere ftihrt den 
Titel: De evolutione expressionis (I+2f co8 9)+2/"cosqp')"'"in8eriem 
infinitam secundum cosinus multiplornm utriusque anguli (py (ff 
procedentem. 

Die Ausdrücke V und u sind offenbar ganze Functionen von 
^if y^*!"""^*; y^^i""^*; ^^^ d^® Integrationen lassen sich ftir jedes 
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gegebene n vollständig ausfllhren. Wir verlassen dieselben, um 
noch etwas über die W und tc hinzuzufügen und zu zeigen , dass 
dieselben sich gleichfalls als geschlossene Ausdrücke darstellen las- 
seU; in denen nur noch ein elliptisches Integral, welches r enthält, 
als einzige Transcendente übrig bleibt. 

Man setze dazu cosmif, sintnit, cosit, Unit in die Exponential- 
grossen 

2 , J(e-'-e-'), etc. 

um; multiplicirt man femer unter dem Integrale Zähler und Nen- 
ner mit c^»+*^', so hängen die W und to von Integralen 



71 



^ ^ J sin qfj ) !/^ (a+2rc' + yc«)"-^^ 

ab, wo m eine ganze Zahl bezeichnet, welche zwischen und 2n 
mit Einschluss der Grenzen liegt, und wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

a =■ yr' — 6'co8i7 — tyr' — c'sini?, 

y = yr* — b^cosfj + i ^r' — c' sin fj. 
Das innere Integral nach t verwandelt sich durch die Substitution 



6* = » in 



•/fi 



=/ - 



und lässt sich nach bekannten Formeln auf Jl reduciren. In der 
That wird, so lange m> 1, 



(tn — 2n—l)r (w — 2n— l)y 



und für m = 1 






y *^ 2» ' 
so dass also JT gleich (2fij; — y«-*) mal einer Function von cos 17 

g 

und sini; von der Form — ^ wird, wo H eine ganze Function von 

a, r und y bezeichnet. Man reducirt nun Jl weiter durch die 
Formel 

wenn 

ft = fc'cos'iy+c'sin'j? 
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gesetzt ist, so dass endlich Jn die Form 

j: = a+bji 

annimmt; in der A und B rationale Functionen von cos?; und sini; 
auch von r, ]/r* — 6^ und ^r^ — c* vorstellen, die als Nenner das 
Product einer Potenz von a, y und k enthalten oder wenn man 
lieber will, welche einen Nenner der Form {jctyY^ enthalten, wenn 
fe und V ganz sind. (Man achte 'auf den einfachen Ausdruck 

ay = (r*— -6'*)co8*jy + (r' — c'jsin'jy, 

welcher im Nenner auftritt.) Durch Einsetzen in {a) verwandelt 
sich die Doppel -Formel (a), wenn man nur den Theil berücksichtigt 
welcher cos 9?; enthält; in 

7t n 

(b) ... / Aco%qtidi^+l BJlcosqfjdi], 

U ü 



wo das erste Integral ausführbar ist und rational nach r, }^r' — 6* 
und yr^^^ wird. Bei der wirklichen Ausfühnmg benutze man 



die' Hülfsformel 

r« 1 

+ 



Um die Natur des zweiten Integrals in (b) kennen zu lernen 
führe man das Integral 

J a 



aus, welches sich in 

dt 



*f 



«/^ r + yr^ — 6®cos tj cos i t + ^r^ — c' sin i? sin it 
umsetzen lässt, also nach p. 114 giebt 

1 , r+yö'^cos'ij+c^sin'iy 

2^ r--y^^cösV+V8in^ 
Hieraus folgt 

dJl 1 



dr ~ (r' — 6') cos* i; + (r' — c^j sin* ^ ' 
so dass sich JJ, welches für r = 00 verschwindet, auch durch' 

dx 






{x* — 6') cos'jj +(aj' — c') sin'i? 



330 Dreiadinges EUipaoId. §. 18, 16. 

ersetzen lässt. Das zu betrachtende zweite Integral verwandelt 
sich also in 

J ^y (a;»_ 6') cos' J? + (a?'- c') sin' n 



Da Bcosqt] gleichfalls eine rationale Function von r, }^r'— 6', ]V — c', 
cos 17, sini^ ist, deren Nenner (s. o.) der einfache Ausdruck (jayyk^ 
wird^ so lässt sich das innere Integral nach 17 auf bekannte Art 
vollständig ausführen, und wird eine rationale Function von ]/a;*— 6' 
und y'x^—c^f so dass das Integral selbst, wie oben bemerkt wurde, 
sich auf keine höhere Transcendente, als auf ein elliptisches In- 
tegral reducirt. 

Da ein Versuch, die Aufgabe, welche wir für die Kreisscheibe im 
§. 14 lösten, auch für die elliptische Scheibe zu behandeln, auf die 
Werthe von W und tio für r = führt, wobei b und c als rein 
imaginäre Grössen zu betrachten sind, so soll über diesen beson- 
deren Fall noch Einiges hinzugefügt werden. 

Setzt man bi und d für 6 und Cy lässt die Indices m und q 
weg und setzt r = 0, so entsteht 



nW =1 / cQBqt^ dt]/ ^ —• — - 

ü — » (6cos^cosi/-[-C8ini7Sini() 



fi 



Hier lässt sich für f] eine neue Veränderliche a durch die Glei- 
chungen 

ftcosjy = /?co8a, 

csin^ = /Jsina, 

fe'c' 

/S' = 6'c08'i; + c'sin'^ = ,^ . , — —-^ y— 

' / I / fc'sm'o+c'cos'a 

einführen, so dass das innere Integral in 

'** co^mitdt 






— ^ 

übergeht. Setzt man in der letzten Formel auf p. 15f), welche aus 
den Regeln über die imaginäre Substitution in Integralen 0m folgte, 
a für \\) und x gleich Null, so verwandelt sich der vorstehende 

Ausdruck in 

cosmos Z'* cosmt^ 

"^^~y cos^+Hr^' 
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und endlich nW in 



jj n+m-1 j^ n-m-1 „ 



2 



n 



/2 cosma COS qtj . 



Die Vertauschung von cos ma cos 91/ mit sin masin gi; in der ge- 
wonnenen Formel giebt einen Ausdruck ftir «?• 

§• 19. Bisher wurde vorausgesetzt; es sei; ähnlich wie bei 
den Botationsellipsoiden, der 3 enthaltende Ausdruck (c) des §. 17 
gleich Null. Um dies nachzuweisen hat man allerdings die 0»(|) 
mal cosm;^ oder ünmx in r und 17 zu transformiren^ wenn m>>it^ 
es bedarf aber nur einer ungefähren Kenntniss der Ausdrücke^ 
welche auf diese Art entstehen. 

Man weiss aus p. 350—853 wie P*{S) die Grösse t; enthält; es 
ist diese Function von der Form 

p^(g) -_ g(co8i?,siniy) 

^ (}/6'cos*i7 + c'sin»"' 
wenn G eine ganze Function von cos »7 und sin 17 vom n**" Grade 
bezeichnet; die alsO; nach trigonometrischen Functionen der Viel- 
fachen von fj umgesetzt; kein höheres als das n*^ Vielfache von 17 
enthält Es wird sich zeigen (s. u.); dass die. Ausdrücke 

(a) ... 0m(l)co8m;|f, Qm(^)sinmx, 
welche allein zu 3 beitragen; in denen also m grösser als n ist; 
von der Form werden 

(]/6* cos* iy + c' sin' 17)""*"* JJ (cos 17, sini?) 
wenn H, wie oben G entwickelt; kein geringeres Vielfache als das 
(n+l)** von 17 enthält. Hierdurch wäre der Beweis für das Ver- 
schwinden des erwähnten Integral-Ausdruckes (c) geliefert. 

In der That; behandelt maU; um die obige Behauptung zu 
erweisen, die Verbindung der beiden Grössen in (a) vermittelst 
+t, also 

Qmi^)icosmx±isinmx), 

und setzt für das Q seinen Werth zunächst aus §. 57 

oid) = (>^F=ir!D:(i), 

und darauf denjenigen; welcher nach §. 46; Gleich. 37; b aus dem 
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obigen folgt; nämlich 

Qiii) = (yr=T)-"'oi„{i), 

wo für iii>n, was liier stattfindet, QÜ-„ die ganze Function von | 

j^_»^«_i (n— m+l)(n — m+2) fc-i.|m-3 , , , 
^ + 27(2^+3) ^ +"''• 

ist; SO entsteht die Gleichung 

(6) ... Qlit) (coB fnx±iBmmx) = 

Nun ist 

/yi T I . /m 7 • 1 V — 6' COS »7 + 1 ] V — c* Sin ^ 

Vr-lcos;i:+t}/|^-l8in;i;=- /,.. ".T^^ ^^ 

yo cos ?/ + c sin ?/ 

„_^ _ (r* — fe*) cos' i; + (r" — c^) sin* y 

"" 6* cos' 17 +c* sin* 17 ' 

also wird 

d. h. es ist H(coaij, aint]) gleich dem Producte von 

(c)... (-=^ — ^-7= — T 

\y r * — 6' cos 17 + i yr^ — c' sin t/ 
mal einer ganzen Function, nach cos*i; vom oder 

5 Grade ; je nachdem m — n eine ungerade oder gerade 

Zahl vorstellt, oder die, nach Cosinus der wachsenden Vielfachen 
von i] geordnet, mit cob(j»— «— 1)17 resp. co8(m — n— 2)17 schliesst 
Um den Factor (c) genauer zu untersuchen, mache man 

wodurch 

also jedenfalls a positiv wird. [Für ein grosses r ist dies ohne 
weiteres klar; sollte für irgend ein r es möglich sein, dass a ne- 
gativ wird, so müsste es vorher durch Null gehen, also 
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d. h. wenn man quadrirt Vr*— c'(|/r'— 6^ + |V— c') gleich Null oder 
r = c sein. Da nun r>r^ ist und r^ nie unter c herabsinkt, so bleibt 

r über c also a positiv.} Ferner geht ]/r'— - 6' cos 17 + 1 }^r'— c' sin tj 

durch Einfiihrung von a in '\^c^ — 6' mal 

2 Cö87; + t — ^ ßin^ = 2 

über, al8o(c) mit Fortlassung constanter, hier tiberflüssiger Factoren in 

d. h. in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von 9; geordnete 
Reihe die mit dem m fachen tj beginnt, zu (m+2)ijy etc. fortschrei- 
tet. Das Product derselben und jener anderen, welche, als einen 
Theil von H ausmachend, so eben untersucht worden war, und die 
nur Cosinus der Vielfachen bis schlimmstens co8(m — n — l)f] ent- 
hält, liefert demnach für H eine trigonometrische Eeihe, in der kein 
niedrigeres als das {n + iy^ Vielfache von f^ vorkommt, was be- 
wiesen werden sollte* 

Es verschwindet also wirklich (c) im §. 17. 

§. 20. Im Vorhergehenden findet man die Entwickelung von 
R~ in die Reihe der Y durch die Gleichungen (12) bis (16); die 
Grössen U, u sind nur Functionen von r^ und awar ganze Func- 
tionen von r, , }^rj— 6', yr]—'C^] die W, w nur von r, bezeichnen 
aber elliptische Integrale. Um die Anziehungsaufgabe zu lösen, 
welche der im §.11 filr das Rotationsellipsoid behandelten entspricht, 
nennen wir wieder k die Dichtigkeit im Punkte x^, y, , z^ der 
Masse, x, y, s die Coordinaten des angezogenen Punktes und 
haben 

(17) ,,, r =ßJ^i^, 

wenn das Integral über die ganze Masse genommen wird. Die 
Masse mag, — damit wir sogleich den allgemeineren Fall betrach- 
ten — , ein Ellipsoid nicht vollständig erfüllen, sondern durch zwei 
Ellipsoide begrenzt werden, welche möglichst einfach nach Einfüh- 
rung unserer Coordinaten zusammenhängen-, dies sind zwei confo- 
cale Ellipsoide (vergl. p. 302), an deren Oberflächen r, constante 
Werthe r und x^ erhält (r sei grösser als r,). 
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Durch die neuen Coordinaten ausgedrückt wird 

da?, dy, d»^ = ilsinö, dö, d^, dr^ 
wenn man zur Abkürzung 

(r]-b'){r] -c')co8'ö, +r:8in«Ö, ((rj -6')8in>, +(rj -Ocob>,) 
setzt; kA, die gegebene Function von r,, ö,, t/;,, welche durch 
''('"i i^D^i) ausgedrückt werden mag, entwickeln wir in eine Reibe 

^(n > Ö, , t//,) = r+X' + r+ etc., 
wo X" von der Gattung P* in Bezug auf ö, und V', ist, also durch 

(a) . . . X^ = ?!i±iy'''dÖ8inö/''''F(r, , ö, tp)r (cos y)dv^ 

ü 

aus F folgt. Jetzt muss der Fall, in welchem x, y, » die Coordi- 
naten eines äusseren Punktes vorstellen von dem des inneren Punk- 
tes unterschieden werden. Das Potential heisst, wie früher, in dem 
ersten Falle F« und in dem zweiten F» . 

1) Um Ya zu finden entwickele man BT in die Beihe IlY*j 

m 

es verwandelt sich dadurch F« in die Summe 



n 



(18) ... Va^^ H Z 



(18, a) ... ZTa ^Pdr^J'^dd, Änoj^ "xTdtp^ , 

r,. ü 

indem alle Glieder, in welchen Producte X" F* vorkommen ver- 
schwinden, sobald m und n verschieden sind. Man löse nun P"(cos;') 
in (ja) auf, und findet 



m—n 



X* = ^ (— -iraUiPiCcos ö,) (a^cosmi//, + /?«sinmtp,), 

m—() 



;:! = ^sv^*"-""-"»""'/"'"""'« O'^- 



/»« 
Der Werth von F* war nach (16) 

g/'0||_LlW— « p—n q=H 

(6) ... J— ILi 2" (-irP:((:o8Ö,)co8mV/, £ b;p;(cosd)co8py> 2 U'W^ 

^ ifi=<) P—M qz 

vermehrt um den Ausdruck welcher aus diesem nach Vertauschung 
der Cosinus von mtf;^ und fnp mit Sinus, und von U, W mit u, w 
entsteht Es wird also 
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•1» 
vermehrt um den Ausdruck; der durch Vertauschung von a mit /9, 

von QOfi pxff mit «iuprff^ von (7 und W mit u und tr entsteht. Die 

Formel (IS^a) giebt also als schliesslichen Ausdruck ftir Z«: 

(19) ... ZZ— '!s"(— l)''6;p;;(co8 6){gpC0%p^+hp sinpV'); 

wenn zur Abkürzung 

(20) ... ^. = 32T»r^''(r)T rv;{r,)a^dr, 

(21) ... A^ = 32^1^5 (r)T ru;(r,)ß^dr, 

gesetzt wird, und man die Summationen nur über gleichartige 
tn, py q ausdehnt, also erstens über zugleich gerade und zweitens 
über zugleich ungerade. Für m^ p oder q gleich Null ist jedesmal 
die Hälfte des betreffenden Gliedes zu setzen. 

2) Will man F* finden, so darf man die Formel für F* nicht 
anwenden, ohne vorher r, 0, %p mitr^, O^y %it^ vertauscht zu haben, 
da die Entwickelung voraussetzte, dass r>r^ sei. Dann wird der 
erste Theil von F", welcher (6) entspricht 

?^^^±^ 2 Vl)''*?^(co8Öi)cospV'i 2:K;(cosÖ)c08mt/;ü"(r)IF^ (rj, 

folglich 

(22) ... Z't^ 2 K (cos 6) (g„, cos mxfj + A« sin hit^) 

(23) ... flr» = Si'Fu^irß'i-irb'.rW^ir,)«^ dr, , 

Ot=ü p=() •^ 

(24) ... A» = 32Ttt;(r)T(-l)''6;/'*fr^(r,)/?prfr,. 

§. 21. Die Aufgabe über das Potential, welche der im §. 12 
für Rotationsellipsoide behandelten entspricht, bildet den Gegen* 
stand der zunächst folgenden Untersuchungen. Wir bedienen uns 
zur Lösung in diesem Paragraphen der Methode, welche Im §.4 
für die Engel gebraucht wurde, und die auf Anwendung der im 
vorigen Paragraphen fUr V gefundenen Werthe beruht; durch die 
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Methode des §. 12 wird man im folgenden Paragraphen dieselben 
Resultate^ zugleich in neuer Form nämlich durch die Lam^'schen 
Functionen ausgedrückt erhalten. 

Es sei also das Potential V^ oder V^ einer Masse für alle 
Punkte der äusseren resp. inneren Begrenzung gegeben, welche 
ein EUipsoid mit den halben Achsen t, ^x^—Vj |V— c' bildet; 
die innere resp. äussere Begrenzung ist gleichgültig wie man be- 
reits aus §. 4, p. 308 weiss. Der gegebene Werth des Potentials 
an der Grenzfläche sei f(0,xp): man sucht den allgemeiaen Ans- 
druck für F« und F*. 

Denkt man sich V nach Kugelfunctionen in Bezug auf und 
ifß in die. Reihe 



n=*ao 



F= 2 r 

entwickelt; so handelt es sich nur um die Bestimmung der Z. Die 
Form dieser Grössen kennt man bereits aus (19) bis (24); be- 
zeichnen nämlich yg und dg gewisse unbekannte ConstantC; so wird 
aus (19) erhalten: 

(25) ... Zl==^^2\-lfblK{cosd)(coBmip^£y^ 

und aus (22), wenn y und d wiederum Constante, aber andere als 
in der vorstehenden Gleichung bedeuten: 

(25, a) . . . Zr = ""i" V; (cos ö) (cos m\p 'is* "y^ Ug (r) + sin mxf} Ü* J^ w" (r)) • 

m=ü ^ 7=0 </— 1 ^ 

Die Summen sind hier wie früher nur über gleichartige m und q 
auszudehnen, und für m = hat man die Hälfte der rechten Seite 
zu nehmen. 

Den Werth dieser Grössen kennt man für r = r, indem dann 
Z" = F" sein muss^ wenn wieder F* das «*® Glied der Entwickelung 
von f{0, tp) in eine Reibe von Functionen der Gattung P darstellt. 
Man wird sogleich sehen, dass dadurch die y und S bestimmt, also 
der Ausdruck (25) für Za und der für Z^ bekannt ist. 

Es wurde schon mehrere Male das Doppelintegral aufgeführt, 
welches den Ausdruck von F" durch f{0y xp) giebt; man kennt auch 
bereits die Entwickelung von F** nach den Kugelfunctionen' der 
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beiden Veränderlichen 6, %p. Wir können deshalb diese Formel 
hier ohne Weiteres anwenden^ bezeichnen deshalb durch a«, und 
ßm gewisse bekannte Werthe, und setzen F", je nachdem man Z« 
oder Z, behandeln will in die Form 

F«='!s"(-l)~6:;p~(cosÖ)(a«co8mT/;+^«sinmv;), 



m=n 



Y"" =2 P*(co8Ö)(a„cosmi//+/ff,„8inmV;); 

für m = mag auch in diesen rechts die Hälfte genommen wer- 
den. Die Zusammenstellung von Y und Z zeigt, dass man, um 
Za zu bestimmen, die y und S aus den Gleichungen 

(26) ... Ty^»r;*(r) = a„, 

9=1 

aufzusuchen hat, in welchen m der Eeihe nach alle Werthe von 
bis n erhält, und in denen die rechten Seiten a und ß, so wie die 
Coefficienten W und w der Unbekannten y und 8 bekannt sind. 
Da die q nur solche Werthe erhalten, welche dem jedesmaligen m 
gleichartig sind, so zerfallt jedes der beiden Systeme linearer Glei- 
chungen in je zwei gesonderte; sind die y und 8 gefunden, so setzt 
man sie in (25) ein, und hat so Z« ermittelt. Für Z» sind die 
linearen Gleichungen aufzulösen, welche aus den Systemen (26) 
sich nach Vertauschung von W und w mit V und u ergeben. 

4^ Es könnte hierbei ein Bedenken entstehen, ob nämlich die 
Gleichungen, flir jedes gegebene System von Werthen a und ß, 
Werthe und bestimmte • Werthe y und 8 verschaffen? Dieses Be- 
denken wird durch den folgenden Paragraphen gehoben, indem 
aus der dort zu gebenden Form der Lösung und der Behandelung 
des Problems daselbst leicht folgt, dass jedem für die Punkte der 
Oberfläche willkührlich angenommenen Potential ein und nur ein 
für alle Punkte gültiges Potential Va und F* entspricht. Man kann 
aber auch den Nachweis, dass die Lösung der Gleichungen mög- 
lich und bestimmt ist, direct fuhren. 

Wir geben den Nachweis für ein beliebig gewähltes System, 
für das nämlich mit Coefficienten Uj welches sich also auf F» be- 
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zieht. Dieses System ist bekanntlich ein unbestimmtes resp. un- 
mögliches oder ein bestimmtes, je nachdem dasSystem, welches aus 

(a) ... V;.gl/*(r) = 

für m = 0, Ij 2, , . . n gewonnen wird, bestehen kann oder nicht 
bestehen kann, ohne dass alle X gleich Null sind. Wir zeigen, 
dass die Gleichungen (a) das Verschwinden aller X erfordern. Es 
folgt nämlich aus (a), wenn man die m*^ Gleichung mit cosma 
multiplicirt und dann von m = bis m = ti summirt; endlich (15) 
berücksichtigt, 

{b) ... £ Xq/ BTcoBqtjdtj = 

wenn B den Werth (13) vorstellt, in dem man nur r^ mit r ver- 
tauscht hat, und zwar muss (6) für alle a und das fest bestimmte r 
erfüllt sein. 

Man mache 

cos« = ; , smce = , ^ , 

und findet dass auch 



^ ^Qi lr-+^-^- — , — cosj?+-^ ~=±== 1 co^andtj 

fUr alle fi, freilich bei festgehaltenem r gleich Null wird, was aber 
nur möglich ist wenn es für beliebige r identisch verschwindet. In 
der That lässt sich dieser Ausdruck in Lam^^sche Producte 

5x«£- (/*)£" (r) 

m 

umsetzen, die alle zu demselben n gehören; soll eine solche Reihe 
für alle fi verschwinden so ist sie (§. 86) identisch, also für jedes 
r Null. Dasselbe gilt nun für den Ausdruck oben, welcher die X 
enthält; verschwindet aber, nach Bezeichnung des §. 77, c 

für alle fi und r, so weiss man dass alle X gleich sind, was zu 
beweisen war. 

Anmerk. 1. Kann man die Gleichungen (26), oder die ent- 
sprechenden, U und u enthaltenden für den Fall lösen dass sämmt- 
liche a gleich 1 sind, so wird die Bestimmung von V^ resp. V^ 
wesentlich erleichtert. 
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An merk. 2. Man weiss , das V der Differentialgleichung 
J*V = genügt. Macht man die y und d aller Z gleich Nnll bis 
auf die eines einzigen Z"» und in diesem wieder sämmtliche y und 
J bis auf ein einziges yg oder iq welches dann gleich 1 gesetzt 
werden soll, so folgt dass particuläre Integrale der Glei- 
chung /fV=zO, aus welchen F zusammengesetzt ist, folgende 
Ausdrücke sind: 

"^"fcl Pi (cos ö) ITJ* (r) cos m^ , 

»=0 

denen man noch zwei hinzuzufügen hat, welche aus ihnen durch 
gleichzeitige Vertauschung von cossit^ mit sinmt^, und von W mit 
w, resp. von U mit t« entstehen. 

§• 22. Die Aufgabe des vorigen Paragraphen soll nun durch 
die Methode, welche im §• 12 angewandt wurde, gelöst werden, 
d.h. durch die Integration der Gleichung z^*Kr=0, mit Hinzu- 
fügung der Bedingung dass Y:=^f{0,yß) auf einer gegebenen ellipsoidi- 
sehen Fl&che wird, welche die halben Achsen r, ]/r'— 6" , ^1'— c' 
besitzt. Es treten ausserdem noch Bedingungen hinzu, die sich 

darauf beziehen, dass gewisse Grössen endlich bleiben. Wir heben 

dV 
hervor, dass F« = für r = c», und dass V^, -5-^, etc. für alle 

öx 

Punkte im Inneren des EUipsoides endlich bleiben. 

Man führt, wie am Anfange dieses Kapitels, für die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, % die drei Veränderlichen r, 0, ^ ein ; 
für den Buchstaben r soll aber q benutzt werden^ damit früher 
entwickelte Formeln, welche sich auf die La m^ 'sehen Functionen 
beziehen, hier unmittelbar verwendet werden können. Wir setzen 
nun (m. vergl. das 3'^ Kapitel des zweiten Theiles §. 76 et seq.) 

cosa = r- , 



smöcos^ = '^ ^_^ , 

smesmV' = -= 7==i , 

llaiDfl, Ilaotlbuch d. KiigelfunctiooeD. 24 
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und maclien ferner 

i=r ^JL 

dann verwandelt sich die Gleicbnng ^K = in 

(27) ... (^'-v')^+(p«_O^+(?'-^')|^ = 0. 

Ferner entwickele man V nach den Functionen, welche zur Gattung 
der P In Bezug auf d und ^^ gehören, so dass 

(28) ... K=-fV 

«=0 

ist; WO also Z" der Differentialgleichung genügt 

öfsinö-^jöpj ^,», 

(29)- S^— ä^ + ^b^lf+»<"+^)^=^- 
Führt man in diese die neuen Coordinaten ^ und v statt 6 und ^ 
ein, so gebt sie in 

(30) ... ^+^+„(„+i)(^»-,»)r = o 

über; setzt man für Y seinen Werth in (27) ein und reduoirt durch 
(30); so entsteht demnach; nachdem man durch fi^—v* getheilt hat; 

eine Gleichung; welche auch bestehen muss, wenn das Summen- 
zeichen fortbleibt. In der That zer&Ilt der Ausdruck unter dem 
Summenzeichen; der A heissC; in B-\'C, wenn 

C=^ + n(n+l)^»r 

gesetzt wird. B, welches nur ZT multiplicirt mit Constanten und 
differentiirt nach solchen in Bezug auf d und ^ enthält {q und 1), 
bleibt daher eine Function der Gattung P* in Bezug auf 0^ ^; 
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ebenso C Denn Z", weil es von der Gattung P* wär^ hfkt die Form 

wo die g Constante vorstellen; und jede Function dieser Form ist 
von jener Gattung. Es verwandelt sich daher C in 

fjr£'w(^^£^+«(«+i)^'j5'(M)), 

und nach p. 212, 56 in 

behält daher dieselbe Form. Hieraus folgt; dass auch A von der 
Gattung P" ist; dass also die Summe der A nicht verschwinden 
kanU; ohne dass jedes A selbst Null wird. Es genügt also Z*" auch 
der Gleichung 

(«)... ^+^+„(«+i)(^«-p')r=o, 

SO dass jedes Z dieselbe Differentialgleichung in Bezug auf q und 

fA wie in Bezug auf v und ^ erfüllt 

Um die Form von Z in Bezug auf Qf fif v zugleich zu ent- 

decken, setze man 

Z'=i:g'E'((i)E'(v), 

wo g noch von q abhängt; in (a) ein; und findet 
Setzt man wieder nach (56) 



iÄ^ +n(H+l) fi'E'(fi) = (b*W)B'E'l,i), 

so verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in 

2E'(fi)E'(v)[^ + i(b*+c*)B'-n(n+l)Q*)r] = 0; 

die in eckigen Parenthesen befindliche Grösse , sie sei A" , enthält 
kein fi und v, und muss für jedes s verschwinden; indem (p. 225) 

^A'E'ifAiE'iP) 

nicht für alle fi und v gleich Null sein kann; ohne dass A^ ftir sich 
gleich Null ist. Es genügt also g* der Gleichung 

24» 



372 Dreiachsiges Ellipsoid. §. 22^ 30. 

derselben^ welche darcli £(^) und F{q) vonatändig integrirt wurde. 
Bezeichnen h und k willkürliche rein numerische Constante, so ist 
folglich die allgemeinste Form von Z 

(6) ... ir J£\h'ß'(g)+k'ne))E'{f^)E\v). 

Die weitere Bestimmung der h und k erfordert die Entwicke- 
lung unserer gegebenen Function f{d, yf) nach den £ selbst. Um 
diese zu erhalten; setze man, wie p. 324, 

f{6, rt>) = F ¥', 
wo y" bekannt und gleich 

ist. Man zerlege nun f in acht Theile, welche denen des §.88 

entsprechen; zuerst zertbeilt man es in zwei 

f(d,ip)+f(n-d,^p) ^ f{d,ttj)-f{n-0,xf,) 
2 "*■ 2 ' 

von denen der erste durch Vertauschung von d mit n — weder 

Werth noch Zeichen , der zweite nur das Zeichen ändert. Bei 

der Entwickelung nach Kugelfunctionen zweier Veränderlichen 

Pm(cosd)cosmi;/ und PM(cos&)sinm)/; liefert daher der erste die 

Glieder mit geradem n — m, der zweite mit ungeradem n — m. 

Jeden Theil X{d,tfj) zertheile man weiter in 

X(0yyj)+X(d,2n—%ff) , X(0,M;)-X{0,2n—itf) 
2 + 2 ' 

von denen bei der Entwickeluhg der erste nur die Glieder giebt, 
welche die Cosinus der Vielfachen von fp, der zweite nur solche, 
welche die Sinus enthalten. Jeden von diesen Theilen 4^(0» yj) 
zerlege man in 

' ^(0,yß)+0(0,'ip+n) ^ 0(0,tp) — 0l0,yj+n) 
2 + 2 5 

der erste Ausdruck enthält nuf Glieder mit geraden , der zweite 
nur mit ungeraden Vielfachen von ^* Diese, acht Theiie bezeich- 
nen wir durch 

X^} Xi} X%} X%f 

t\ %\ x\ x\ 



§. 22, 80. Dreiachsiges EUipsoid. 373 

und zwar sollen die x ^^^ unterem Index einem geraden^ mit obe- 
rem einem ungeraden n entsprechen ; ferner mag Xo und x^ die Cif 
(cf. p.228) verschaffSen; Xi «od x^ die C„; Xt ^nd x^ die S„; x^ und 
X^ die S>^. Dann lässt sich F" durch die Summe von vier Theiien 
ausdrücken, von denen jeder durch 

n n 

l^^^f\e, Bin ej\{d, , v»,)P"(co.y)dv. 



dargestellt wird, wenn x der Reihe nach, bei geradem n alle un- 
teren, bei ungeradem n alle oberen Indices 0, 1, 2, 3 erhält. 

Fuhrt man nun für und \p die elliptischen Goordinaten ^ 
und V, für d^ und \p^ entsprechend ^^ und v^ ein, bezeichnet das 
so transformirte xißy'^) ferner durch ;|f[|i, v] und benutzt §. 91, so 
entsteht (2<r=« oder n — 1) 






- 2 c'ifV)if'(i/)+^/jv*(fi)r(»), 

«=1 A=i 

wenn die a, 6^ c, g bekannte numerische Constante vorstellen, näm- 
lich für ein gerades n 

a' =^ sfdc/^(p,'^v')X,[fi,v]K'(fA)K\v)d€, 
u u 

b* = «/''«^(/"(it*' - »•)«, l^, v] L' (t») V iv)de, 
u u 

c* = 8 etc. , fl»* = 8 etc. , 
für ein ungerades n aber die Ausdrücke, welche aus den vorste- 
henden durch Vertauschung der unteren Indices von x niit den 
oberen entstehen. Eine Summe, wie die welche F" bildet, soll ab- 
gekürzt durch das selbstverständliche Zeichen 

dargestellt werden* 

Von dieser Stelle an theiien wir die Aufgabe, und betrachten 
1) Va. Da Va für q= oo verschwinden muss, so hat man in 

(b) alle h gleich Null zu setzen, und es reducirt sich dadurch Z« auf 
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Bier nnd die k Tolktindig durch die Bedingung bestinunt, da» ihr 
^ = r rieh Z in Y Terwanddn soD, und nun findet die T<6wmg m- 
serer Angabe, indem man zn (28) die Gleichong 

(31)... z: = r+a*r(f»)r(y)^^ 

hinzuf&gt. 

2) Wir betrachten F«. Nach der anf p.327 erwähnten Methode 
▼on Nenmann lasst sich hier das Entsprechende zeigen, dass näm- 
lich in dem Ansdrocke (fr) für ^ alle k rerschwinden müssen. 
Hierbei legt man eine bekannte Eigenschaft der elliptischen Coor> 
dinaten zu Grunde: geht man Ton dem Punkte ((9f^y)i welcher P 
heisse, zu den drei benachbarten 

'; = (?+*»/«.») 

über, so stehen die Linien P^P; P^P; P^P'^ in P senkrecht auf 
einander. Man zeigt dies, wie das Entsprechende im §. 12. Sind 
hier dn, do, dp die unendlich kleinen Längen in diesen Sich- 
tungen, so wird dn auf dieselbe Art wie an der bezeichneten Stelle 
gefunden; fägt man zur Vollständigkeit noch dp und dp hinzu, so 
hat man 

und zeigt, dass in dem Ausdrucke (b) ftir Z» alle k verschwinden 

SV dZ 

müssen, wenn 3— also 3— überall endlich bleiben soll. Ist dies ein- 

Ott OH 

mal festgestellt, so ergicbt sich die Bestimmung der h, ähnlich wie 
im Falle ad 1, indem man ^ = r setzt; man findet 

(32)... Z: = 2±a'e{ii)e(v)^ 

9 Mi (r) 

und hat demnach zwei verschiedene Formen der Lösungen unserer 
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Aufgabe: die eine wird darch (31) und (32); die zweite dnrch (25), 
(25, a) und (26) geliefert. 

Die Differentialgleichung /fV=0 hätte sich übri- 
gens so lösen lassen, dass man sogleich auf die erste 
Form, die des §. 21, kommt; man folgt dazu, um nur den Fall 
von K, zu erörtern, dem ersten Wege bis zu der Stelle, an wel- 
cher man findet, dass Z** gleich 

i:h'E'(e)EUfA)E'(v) 

wird, und schliesst daraus: 

1) Z* als zur Klasse der P" gehörig, muss von der Form sein 

£ P;(cosÖ)(a«cosifiV>+Ai8inmV)» 

WO a und ß nur q enthalten können, oder, in fi und v umgesetzt, 
von der Form 

Z* ="iXc«[^, v] + ß^S[fi, v]. 

2) Es ist symmetrisch nach g und v. 

3) Es verwandelt sich Z" ausserdem fUr (» = r in die gegebene 
Function K** (die man sich in der Gestalt denken mag, in welcher 
sie im §. 21 angewandt wurde, d. h. aasgedrückt durch und ^). 
Hierdurch ist Z vollkommen bestimmt. 

Nun integrirt man die Differentialgleichung für Z^, nicht durch 
Einftihrung der E sondern durch einen Ausdruck von der obigen 
Form. Es ist offenbar F*(cos;'i) eine Function, welche den Bedin- 
gungen ad (1) und (2) entspricht, wenn 

cos;»! = C08ÖC08Ö, +8inÖBinö, C08(V' — V'«) 
gesetzt wird, und man für 0, tp die Coordinaten /i, y, so wie für 0^ , fp^ 
durch Gleichungen derselben Form fi^, q einführt. Bezeichnet 4^(f«i) 
eine Function von /i^ mit(2ft+l) willkürlichen Constanten, so ist also 

0(^,)r(cosyjd/i^, 

das Integral zwischen willkürlicben Grenzen genommen, eine Func- 
tion die (l) und (2) genügt und 2n4-l Constante enthält. Kann 
man letztere so bestimmen, dass für (» = r das Integral sich in den 
gegebenen Werth F" verwandelt, so ist es das gesuchte Z^, Nur 



ß 
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zum Durchgänge wurden für Of fp die Grössen fi, v eingeführt; wir 
lassen die ursprünglichen Grössen im weiteren Verlaufe ungeändert, 
was bequemer ist^ da Y* als Function Ton d und tp direct gefun- 
den wird^ närolich 

^ = ^y "''^' "^ <^. /*' V(ö. ,y>,)r (cos y) dv, , 

u u 

während cos^^i sich in 

cos;.. =cosg-fi+singcosy^'^^?^^ 

verwandelt. Man kann nun die Function so bestimmen, dass 
das Integral sich wirklich in F* verwandelt, und findet so genau 
die durch (25, a) gegebene Form der Lösung wieder. Um diese Arbeit 
nicht zu weit auszudehnen, übergehen wir die Einzelheiten, da ein 
neues Besultat sich nicht ergiebt, und verweisen auf des Verf. Ar- 
beit im 29*^^" Bande des Cr eile' sehen Journals, §. 6. 

An merk. Wie in der zweiten Anmerkung des §.21 weist 
man nach, dass jedes Prodnct 

E(ti)E(v)E((fy, E(fi)E{v)F(f), 
für sich der Gleichung J*F=0 genügt. Hier lässt sich dasselbe 
übrigens sofort durch wirkliches Einsetzen desselben in (27) be- 
weisen, wenn man durch (56), wie am Anfange des laufenden Pa- 
ragraphen reducirt. 

§• 23* Es bleibt noch übrig, eine Entwickelung für BT durch 
eine Methode zu finden, welche der des §. 13 entspricht, welche 
also die Lösungen der Di£ferentialgleichung J*V = zu Grunde 
legt: sie wird in einer von der ursprünglichen des §.17 verschiede- 
nen Form auftreten, indem wir die Differentialgleichung durch die E 
und F integriren. 

Es seien die Coordinaten der beiden Punkte x, y, s; ^, , JTi ? «i 
durch Q, (A, V; Qif fify ^i ausgedrückt und Q^ <.g: alle Grössen, 
welche sich auf ^| , ^i , v^ beziehen, wie schon bezeichnete auf p, fi, v 
erhalten dieselben Buchstaben und werden nur noch mit Indices 
▼ersehen. Setzt man RT^ = T, und wie im §• 17, 
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so wird Y*, weil es ein Potentia], wie Fl, des PänkteB x, , y^f %^ 
iBiy die Form haben 

(a)... ^«•E'(ft)£r(/i,)r(».), 

wenn u nur g, fi, v enthält. Aber R* wird gleich 

— 2 (pf j cos cos 0^ 4" l*^?*— *' l^pj— 6* sin ö sin öj cos ^ cos tp^ 

H-y^p*— c'y'pj— c'sinösin(?j sin ^ sin V^^); 
wenn der Kürze halber 0, ß^ , %/f und tp^ neben fi, v, /i, und y, 
beibehalten werden; also ist T symmetrisch in Beeug auf je zwei 
Grössen p, Pj ; fi, ^, ; v, v, ; die Entwickelung bevorzugt einige von 
diesen Grössen; so dass in F die Symmetrie aufliören kann. 

Würde man T als Function von pj , ^, , v, immer p, < ß vor- 
ausgesetzty in eine Reihe entwickelt haben, so hätte man als Form 
des n*^" Gliedes durch dieselben Schlüsse, welche (a) geben, auch 

(6)... jc'rcejroijrc») 

gefunden, wenn o kein p^ , fc^ , y enthält; da aber die Seihen, deren 
n** Glieder (a) und (fr) vorstellen, einander gleich sind, und beide 
nach den Froducten £(p|)£(fi,) fortschreiten so sind die Reihen 
identisch, also t#£(y,) = tE{y) oder u von der Form tD.£(v), wenn 
tD nur p und ^ enthalten kann. Daraus ergiebt sich für F*, wenn man 
in Bezug auf den oberen Index z summirt, welcher der Kürze hal- 
ber fortbleibt, die Form 

-S»JB(p.)£0*,)£(»'.)£(»), 
und in ähnlicher Weise durch Vertauschung von jU| mit fi: 

wenn X nur noch p enthalten kann. Wie dies eingeht, kann man 
nicht durch einfache Vertauschung von p und P| erfahren, da die 
Betrachtungen wesentlich voraussetzten, dass p^ kleiner als p sei. 
Man weiss aber, dass Y auch in eine Reihe entwickelbar ist, deren 
n*«* Glied die Form hat 

i?* = -rA£(fi)£(i^)F(p), 
wo k kein fk^ v, p also nur die Buchstaben mit Indices erhält. Da 

sein BoHte, und ti und Y beide nach Prodacten £(/«)£(v) fort» 
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scbreiieD, bo sind die Reihen identUch, oder 

i£(ft)E(M,) = *F(p), 
also endlich X == cF(q)^ wenn c eine rein nnmerische Conttante 
bedeutet. Man hat also 

— = jfr" 

Um schfieflslich die numerischen Constanten c za bestimmen, 
multiplicire man beide Seiten mit q, setze g^ = ag wo a <Z'^f nnd 
und ^ = oo . Dann wird 

ferner nach p. 214 und 239 für ^ = oo nnd g^= oo 
und hieraue 



a" •.. «• •=^* 



Yergleich't man hiermit den Werifa von -^ für Q^ooy so maM 

das gefundene F" gleich a''P*(cos7') sein, so dass nach (Ö9) sich 

ergiebt 

c* = +4;^, 

wo das obere oder untere Zeichen zu nefameff ist, je nachdem das 

betreffende E der ersten und vierten Klasse (+); oder der zweiten 

und dritten (— ) angehört. Man findet hieraus schliesslich als »**" 

Glied der Entwickeluog von -^ für jedes g^ welches grösser aU 
g, ist: 

(33) . . . r =. 10^2 ±r(^,)£'(/i)£*(vj£'(i.)£'(tf,)r(e). 

An merk. Die Anmerkung p. 321 weist auf einfache For- 
meln hiui die man dort für besondere Werthe der Coordinaten ans 
der allgemeinen Entwickelung von BT^ erhielt; man fknd aus der- 
selben im speciellen Falle die Eeihe für (y— ^)~S welche im Laufe 
der Untersuehongen bitafig benutzt war. Macht man hier ^i=«c^ 
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^j r= c, V| = 6, 80 vereinfacht sich einerseits Ä zu 

andererseits F** in (33) zu 

wenn znr Abkürzung 

gesetzt wird. Mit Hülfe des §. 88 findet man hieraus ftr eine 
Function F^j welche zu demselben n gehört, wie die unter dem 
Integrale befindlichen K* 

also ein Integral für die Function F, welches dem von Neumann 
für die Q gegebenen entspricht. Für diejenigen F, welche aus den 
L, Jf, iV entspringen^ lassen sich ähnliche Formeln aufstellen. 

§. 24. Das Fundament zur Behandlung der Aufgaben dieses 
Kapitels ist von Lam^ g^I^gt; welcher nach Einführung der 
Functionen £ im 4**^*^ Bande des Liouville'schen Journals (1839) 
die erste hierhergehörige Aufgabe; die des §.22; wdche sich auf 
das Potential des inneren Punktea F|, bezieht; nach der in jenem 
Paragraphen durchgeführten Methode löste. Lam^ kleidet die 
Aufgabe allerdings in ein anderes Gewand; indem er den Zustand 
des Gleichgewichtes der Wärme in einem Ellipsoide untersucht; 
dessen Oberfläche in einer gegebenett; von der Zeit unabhängigen 
Temperatur [/'(d>V^)] erhalten wird; und giebt so dem mathemati- 
schen Probleme; welches [Anwend. 11^ §. 5] daeselbe für beide Fra- 
gen bleibt; auch diejenige Form, welche am meisten in einer Zeit 
interessirtC; in welcher das Werk von Fourier*) über die Wärme- 
theorie; gefolgt von Poisson's Arbeit '**) über denselben Gegen- 
staad eine grössere Zahl der Mathematiker beschäftigte. 



*) Theorie analytique de la chaleur. Parle, chez Finnin Didot, pere et fils^ 
1822. 

^ Th^rie mathtoatiqne de la chaleur. PariS| Bachelier; 1885. 
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Die Arbeit von Lam^ rnusste; ganz abgesehen von der Aus- 
führung, durch das Beaultat die Aufmerksamkeit. der Gelehrten auf 
sich ziehen; eine ganze Gattung von Untersuchungen , welche 
Läplace in der M^canique c^l^ste fllr Kugeln oder Körper, welche 
nahe kugelförmig sind, geführt hatte, Hess nun eine Uebertragnng 
auf Körper von complicirterer Gestalt, auf Ellipsoide zu. Dies 
Werk bezeichnet daher einen wichtigen Abschnitt in der Theorie 
der Wärme und der Anziehung. 

Liouville und der Verfasser haben in verschiedenen Ab« 
handlungen Lam^'s Theorie weiter auszuführen versucht. 

Beide haben fast zu gleicher Zeit (M. vergl. die Note des 
§.90), Liouville im 20***" Bande der Comptes rendus, der Verf. 
im 29*'*" Bande des Crelle'schen Journals (1845) die Aufgabe für 
das Potential des äusseren Punktes Va durch die Formeln (28) und 
(31) gelöst. 

Die Entwickelung von -=- durch die Gleichung (33) scheint 

allerdings hier zum ersten Male ausdrücklich aufzutreten; sie ist 
aber im Wesentlichen schon von Liouville in dem 20***" Bande 
der Comptes rendus (im Liouville'schen Journale Bd. X, S. 225 
et seq.; ich citire diese Stelle, da das Liouville'sche Journal in 
Deutschland verbreiteter zu sein scheint als die Comptes rendus) 
und im 11**" Bande des Liouville'schen Journals S. 269 et seq. 
enthalten, so dass man sie als von Liouville herstammend be- 
zeichnen kann. 

Zu gleicher Zeit haben femer Liouville und der Verf. 
(Liouville Journal d. M. X, 223; Grelle Journal f. M. XXIX, 185) 
die von Lam^ behandelte Aufgabe (für F«) noch einmal untersucht. 
Die höchst elegante Form der Lösung, welche von Lam^ herrührt, 
gestattet die wirkliche Ermittelung des Endresultats nur in den 
allereinfachsten Fällen, selbst nicht mehr, wenn die gegebene 
Function f{0,tfi) eine ganze Function von cosö, sinÖcos^, sindsini^ 
wird, welche den siebenten Grad übersteigt, indem zur Bildung der 
erforderlichen E dann schon die Auflösung einer Gleichung vom 
fünften oder von höherem Grade nöthig ist. Nachdem der Verf. 
bereits im 26^'*" Bande des Cr eile' scheu Journals bei Behandlung 
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der RotationBellipsoide eine schärfere Sonderang der einzelnen par- 
ticulären Integrale hatte eintreten lassen; indem er alle diejenigen 
gemeinsam betrachtete , welche zn derselben Function von der 
Gattung JP" gehören; wobei sich herausstellte; dass das Glied TT 
der Entwickelung von V sich für die Oberfläche in F"; d. h. in 
das entsprechende Glied aus der Entwickelung von f{9,ip) ver- 
wandeln müsse: gingen an den erwähnten Stellen Liouville und 
der Verf. von dieser Betrachtung aus/ und fragten nach dem Theile 
der Lösung; welcher sich an der Oberfläche auf ein bestimmtes F" 
reduciren muss. Liouville sagt hierüber in der betreffenden kurzen 
Kotie nur, es sei leicht zu sehen; dass man ein Polynom K* vom 
Qrade n nach x, y, s finden kann, welches so beschaffnen ist; dass 
es der Gleichung J* K* gentigt; und sich fhr die Oberfläche auf K* 
reducirt. Dieses F* denkt er sich in eine Function der rechtwinkligen 
Coordinaten an der Oberfläche umgesetzt; eine systematische Me- 
thode diese Operationen vorzunehmen; so wie den Beweis der Be- 
hauptung hat Liouville nicht mitgetheilt. In der gleichzeitigen 
Arbeit des Verf.; über welche hier am Schlüsse des §.22 gehan- 
delt wurdC; ist der Punkt nicht hervorgehoben; dass ZT eine ganze 
Function n**" Grades von x, y, z sei; aber daS; worauf Liouville 
hindeutet; bereits ausgeführt; indem die Lösung aus particulären 
Integralen von der Form 

wirklich zusammengesetzt; und dadurch das fertige Besultat in der 
Gestalt (25; a) gefunden wird. Diese zweite Form der Lösung 
zeigt nuu; dass die Wurzeln der höheren Gleichungen im End- 
resultate nicht mehr vorkommen; und zwar; wie man aus den Un- 
tersuchungen des Kap. IV im zweiten Theile erkennt; weil im Be- 
sultate nur symmetrische Verbindungen der Wurzeln jener Glei- 
chungen auftreten; sie macht es möglich; bei gegebener Entwickelung 
von ({Oy^p) jedesmal genau das n^^ Glied Z" aufzufinden; wenn n 
als bestimmte Zahl gedacht wird: bleibt n allgemein; so hat man 
allerdings die Lösungen eines Systemes von linearen Gleichungen 
durch Determinanten einzuführen. 
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Dieselbe Methode läBst sich auch zur BeBtimmuag von F« «ki- 
wenden, wobei natürlich der Umstand, von dem Liouville ao»- 
ging, dass die particuläre Lösung eine ganee Function von x, y, £ 
seil nicht mehr zum Ausgangspunkte dienen kann, sondern oben 
in (a) die Function F" mit Q" vertauscht werden muss. Als der 
Verf. die betreffende Aufgabe gelöst hatte, schien es ihm aweek- 
mässig, die Besultate auf eine neue Art absuleiten, indem er die 
Entwickelung der Grösse ST*^ in der Form (12) und (16) ebenso 
SEH Grunde legte, wie es hier §.21 geschah« Diese DarsteUaUg 
von BT^ durch eine Beifae, so wie die Anwendung auf Bestimmung 
des Potentials erschien im Auszuge mit einem erläuternden Bei- 
spiele versehen, welches die Ausführung der Bechnung für ein 
homogenes EUipsoid mittheilt, im 42'*^'' Bande des Crelle'schen 
Journals, während hier zum ersten Male (§. 17-^21) die Methode 
voUstttndig entwickelt wurde. 
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